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Vorwort zur ersten Auflage. 



Hiemit übergebe ich dem mathematischen Publikum das bereits 
im Vorwort zu meiner „ebenen Polygonometrie" angeführte Handbuch 
der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das mit jener einen voll- 
ständigen Kursus dieser Zweige der mathematischen Wissenschaften 
abzuschliessen bestimmt ist. Allerdings sind beide Schriften auch 
dazu bestimmt« meinen Vorträgen an der hiesigen polytechnischen 
Schule zu Grunde gelegt zu werden; sie haben aber überdies den 
Zweck, dem weitere Belehrung und Uebung suchenden Anfänger 
und auch schon Vorgeschrittenen Stoff dazu darzubieten. Ich habe 
aus diesem Grunde, besonders in dem vorliegenden Buche, den 
Gegenstand möglichst erschöpfend behandelt, eine Menge Anwen- 
dungen gemacht und fast überall ausgerechnete Zahlenbeispiele bei- 
gefügt, so wie andere solcher Beispiele zur Uebung vorgelegt Ich 
glaube daher, dass ein angehender Mathematiker, der das vor- 
liegende Handbuch gehörig durcharbeitet, sowohl in der trigono- 
metrischen Rechnungsweise, als auch im Ansetzen und Auflösen 
von Aufgaben grosse Fertigkeit erlangen wird, üeber den Inhalt 
wird die ausführliche Inhaltsübersicht Auskunft ertheilen, wozu ich 
nur noch bemerke, dass die mit einem Sternchen bezeichneten §§. 
bei einem erstmaligen Durchgehen , ohne wesentliche Beeinträch- 
tigung des Studiums, auch übergangen werden können, so wie unter 
den Aufgaben eine beliebige Auswahl getroffen werden kann. 

Es war früher und ist jetzt noch häufig Sitte, die trigonometri- 
schen Funktionen, nicht wie es hier geschehen als abstrakte Zahlen 
aufzufassen, sondern man stellte sie als Linien dar und nannte sie 
desshälb auch trigonometrische Linien. Ich habe dies in §. 6 an- 
gedeutet Würde man dort den Halbmesser r willkürlich lassen, 
so wäre — nach der alten Erklärung — BE der „Sinus vonBCA für 
den Halbmesser r u gewesen. Eine derartige Erklärung aber 
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Vorwort znr ersten Auflage. 



verwickelt ganz unnöthig in Weitläufigkeiten, die in der einfachsten 
Weise von der "Welfr vermieden werden , wenn man die im Buche 
gebrauchte und angewandte Erklärung, die auch in den meisten 
neuern Schriften vorkömmt, annimmt. FVeilich wird, selbst in den 
neuesten Werken, eine Vermischung beider Erklärungsweisen an- 
gewandt, die nur zur Verwirrung führen kann; ich habe die einmal 
gewählte Erklärung entschieden beibehalten , und der Leser wird 
wohl nie in Versuchung kommen, sich etwas Anderes unter «nA,, 
u. s. w. denken zu müssen , als anfänglich gesagt wurde. — - Dass 
ich mich aber ganz entschieden für diese Art der Definition der 
trigonometrischen Funktionen ausgesprochen, hat einen doppelten 
Grund. Zunächst nämlich wird durch die Betrachtung derselben 
als Linien die Homogeneität der algebraischen Ausdrücke ge- 
stört, oder tritt wenigstens nicht klar genug hervor. Wenn (Fig. 1) 
BC = AC*2*nA, so kann, da BC, AC Linien sind, sinA nur eine 
abstrakte Zahl seyn , da sonst nicht beide Seiten von gleicher Di- 
mension wären. Freilich wird man in diesem Falle entgegnen, dass 
sin A eigentlich durch 1 dividirt sey, so dass man habe l.BC 
= AC.*mA. Aber wozu dieser Umweg? — Zweitens verlangt die 
Analysis ganz entschieden, dass die trigonometrischen Funktionen 
abstrakte Zahlen seyen. Wenn man aber nun von vorn herein an- 
gefangen hat, sie'als Linien zu betrachten, so kömmt dadurch Ver- 
wirrung in die Begriffe , während nach unserer Erklärung es ganz 
klar ist, dass jede zwischen — 1 und -t- 1 liegende Zahl durch 
sin A dargestellt werden kann u. s. w. (§. 17). Ohnehin würde es 
in den Anwendungen , z.B. auf Mechanik, ganz sonderbar klingen, 
wenn man trigonometrische „Linien" einführt. Wenn es dort etwa 
heisst, der Reibungskoeffizient ist gleich der Tangente des Reibungs- 
winkels, so hätte die alte Betrachtungsweise ganz umständliche Er- 
klärungen und Verdeutlichungen nöthig, um in ihrem Sinne dies 
klar zu machen, während nach unserer Weise die Sache höchst ein- 
fach ist. — Wenn man meint, die trigonometrischen Funktionen 
mit der Kreislehre in Verbindung bringen zu müssen, so ist dies 
sicherlich eine Täuschung, und wenn auch die Analysis dies schein- 
bar thut, so rührt es nur daher, dass sie die Winkel durch die 
Längen von Kreisbögen raisst, die man mit einem Halbmesser = 1 
zwischen ihren Seiten beschreibt. 
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Vorwort zur ersten Auflage. V 

Die Untersuchung über die V o r z e i c h e n der trigonometrischen 
Funktionen für die verschiedenen Winkel, wie sie in §.10 gegeben 
wurde, ist natürlich von grösster Wichtigkeit für die ganze Theorie, 
da erst diese Untersuchung das Wesen der hier zu behandelnden 
Funktionen näher erforscht. So wie sie im Buche geführt ist, er- 
schien sie mir als die sich am unmittelbarsten darbietende, und sie 
ist wohl auch überzeugend genug, besonders wenn man beachtet, 
dass in allem Folgenden die hier gefundenen Resultate als not- 
wendig erscheinen. Man hat allerdings auch andere Wege einge- 
schlagen , um dasselbe Ziel zu erreichen , von denen ich nur zwei 
berühren will. Der eine stützt sich auf die Grundanschauungen der 
analytischen Geometrie, und ich habe ihn in der Anmerkung zu 

, §.5 meiner „ebenen Polygonoraetrie" angedeutet. Er ist unzweifel- 
haft sehr anschaulich und wird die hier eiutretenden Verhältnisse 
. sehr klar machen , nur schien er mir nicht hieher zu gehören , ohne 
dass ich desshalb meine, er dürfe nicht betreten werden. Der zweite 

. ist der , dass man die Formeln der ebenen Trigonometrie (§. 27) 
entwickelt, und zeigt, dass wenn sie alle Fälle umfassen sollen, der 
Cosinus eines zwischen 90° und 180° liegenden Winkels nothwendig 
negativ seyn müsse. Dieser zweite Weg ist aber schon desshalb 
nicht anzurathen, weil er nicht über 180° hinausführt. 

Ein wissenschaftlich-analytischer Weg ergäbe sich, wenn man 
die Gleichung 

»in (a 4- b) = »in a cos b -4- co» a »in b , (1) 
die für a 4- b < 90° in §. 9 bewiesen ist, geradezu als allgemein 
giltig voraussetzen würde, und annähme, dass 

»in 0° = 0, sin (90° — a) = co» a (2) 
ist, von welchen Gleichungen die letztere zur Erklärung der Grösse 
co» a dienen kann, und die man ebenfalls als für alle a giltig voraus- 
setzen wird. 

Zunächst folgt nun aus (2) für a = 90°: 

c0*9O o = *mO° = O; (3) 
ferner aus (1) für a = 0° nach (2) : 

»inb = »inO° cosb •+• coaO°»tnb = co»0° »inb, 
woraus, da nicht sinb — 0, folgt: 

co» 0° = 1 , »in 90° = co» 0° = 1. (4) 
Für a = 90° folgt nun aus (1): 
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VI Vorwort zur ersten Auflage. 

sin (90° + b) = sin 90° cos b 4- cos 90° sin b = cos b (5) 
" und wenn man hier — b für b setzt: 

cos (— b) = sin (90 0 — b) = cos b. (6) 
Setzt man in (1) b — — a, so ist unter Beachtung von (6) und (2): 

0 =:sinACOsa,-i- co8SLsin(-~ a), *in( — a) = — wna. (7) 
Setzt man ferner in (1) 90°— a für a, — b für b, und beachtet (2), 
(6), so hat man : 

«7t(90°— a — b) = sin(90°—a)cos( — b) -hcos(90°— a)ärm(— b), 

cos (a + b) — cos a cos b — sin a sinh. (8) 
Setzt man hier b = — a und beachtet (4), (6), (7), so ist 

1 = cos 1 a -f- sin 7 a. (9) 
Für a = 90° folgt aus (1) und (8), mit Beachtung von (3), (4): 
*m(90 0 -f-b)^<?o*b, cos (90° -f- b) = - «tnb, (10) 
woraus für b = 90°: 

«fil80° = 0, cos 180°^ - 1. (11) 
Setzt man in (1) und (8) weiter a = 180°: 

sin (180° -f- b) = - sin b , cos (180° -h b) ~ — cosb , 
woraus *m270° - 1 , co* 270° = 0, 

Dann aus (1) und (8) : 

sin (270 0 + b) = - cos b , cos (270 0 + b) = sin b , 
«tn360 e = 0, co« 360° = 1. 
Setzt man in (1) und (8) — b für b, so folgt nach (6) uud (7): 
sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b , (12) 
cos (a — b) — cos a cos b ■+• «n a sin b , 

woraus 

co* (90 0 — b) — sin b , 

«m(180 0 ~b) = sinh, cos (180° — b) = - co*b, 
*m(270°-b) = - cosb, cos (270° - b) = - sin b , 
«n(360 a — b) = - sinb, cos (360° — b) = cos b. 
Allgemein dann aus (L), (8): 

sin (360° -t- b) = sin b, co* (360° H • b) = cos b. 
Dass damit die ganze Theorie der trigonometrischen Funktionen 
gegeben ist, versteht sich von selbst. Doch ist dieser Gang für 
den Anfänger nicht geeignet. 

Wenn ich überhaupt nur vier trigonometrische Funktionen 
aufgenommen habe, so rührt dies daher, dass dieselben genügen 
und die Tafeln deren auch nicht mehr enthalten. 
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Vorwort zur ersten Auflage. VII 

Der in §. 19, S.45 angeführte Satz aas der Theorie der Loga- 
rithmen findet seine strenge Begründang wohl erst in der Differential- 
rechnung. Man weist dort nach, dass immer 

Mi+i) = ^li- 2(1 ^' al) J , 

wo e = 2*7182818, und a zwischen 0 und 1 ist. Is nun x klein 

genug, dass man 2(1 4- a x) 2 ' WaS J e( ^ en ^ a ^ 8 ^ eiDer als jx 2 ist, 

vernachlässigen kann, so ist (nahezu): 

log(l -H x) = xloge, 

also wenn man x = — , und r -f- m = p , also 1 4- — — — setzt : 

r 1 r r 

log(l+j) = ~loge, 
logy — logx=- ^—^-loge; 

eben so 

logq — logt = 2— -löge, 

wenn man voraussetzt, dass man $ » $ (j~r~~) vernac ^" 

lässigen könne. Daraus folgt : 

log p — log r _ p — r 
logq— logt q — r' 

Die sonst wohl gebräuchliche Ableitung der unendlichen Reihen 
für sinA und cos A habe ich nicht gegeben, da sie ganz offenbar in 
die Analysis gehört. An deren Stelle ist §. 20 getreten. 

Die in §. 27 gegebenen Gleichungen sind als Hauptgleichun- 
gen bezeichnet, womit jedoch nicht gesagt seyn soll, dass man ge- 
radezu von ihnen ausgehen müsse. In dem Zusatz zu §. 28 wird 
ohnehin gezeigt, dass man auch von andern Grundgleichungen aus- 
gehen könne. Dieselben müssen aber immer der Anzahl nach 
drei seyn. 

Es mag bei dieser Gelegenheit gestattet seyn, auf §. 8 meiner 
„ebenen Polygonometrie" zurückzukommen. Ich habe dort zuerst 
die Gleichungen (1) gefunden als Ausdruck dafür, dass der 
(n -kl) u Punkt mit dem ersten zusammenfällt. Diese gen tigen 
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VIII Vorwort zur ersten Auflage. 

vollständig. Denn sie sind ein allgemeines Schema für ein ganzes 
System von Gleichungen , das in §. 30 näher betrachtet ist. Dort 
aber wird gezeigt, dass diese sämmtlichen Gleichungen aus den 
Gleichungen (I) und (II") des §. 8 folgen, so dass diese drei 
Gleichungen die einzigen noth wendigen Grundgleichun- 
gcn der ebenen Polygonometrie sind. 

Die im vierten Abschnitt aufgelösten trigonometrischen Glei- 
chungen, namentlich wie sie §. 40 aufstellt, werden sehr zweckmässig 
auch als Beispiele für die Auflösung transzendenter Gleichungen 
überhaupt verwendet werden können, und ich habe sie wesentlich 
von diesem Standpunkte aus behandelt. 

Die Aufgaben -des fünften Abschnitts bedürfen wohl einer wei- 
tern Erläuterung nicht; sie haben vorzugsweise den Zweck, in der 
Anwendung der Grundformeln Uebung zu erreichen, während die 
des sechsten Abschnitts auch von praktischem Werthe seyn sollen. 
Ich habe dort wohl die meisten Aufgaben gelöst, die in der Praxis 
von Wichtigkeit sind, und die Auflösung so gegeben, dass sie leicht 
angewendet werden können. In dieser Zusammenstellung glaube 
ich werden solche Aufgaben nicht häufig gelöst seyn. 

Die Formel für die Depression des Meereshorizonts, wie 
sie in $. 47, S. 160 angegeben worden , wird meist falsch abgeleitet 
und gefunden; die im Buche angegebene Ableitung dürfte wohl 
keinem Einwand ausgesetzt seyn. Eine Anwendung derselben habe 
ich nicht gemacht, um nicht zu vielerlei Fremdes beibringen zu 
müssen; man benützt sie bekanntlich bei Höhenbeobachtungen der 
Gestirne auf dem Meere mittelst des Spiegelsextanten. 

Der siebente Abschnitt — über den Einfluss fehlerhafter Daten 
auf die durch Rechnung hieraus erhaltenen Grössen — erscheint 
(meines Wissens) hier zum ersten Male in einem Lehrbuche. Ich 
glaubte bei seiner Wichtigkeit nicht davon Umgang nehmen zu dürfen, 
da erst vermöge der hier geführten Untersuchungen der Praktiker 
einen Maasstab erhält, nach dem er die Zuverlässigkeit seiner Re- 
sultate beurtheilen kann. Sind die Grundgedanken dabei auch 
bekannt gewesen, so habe ich doch fast die ganze Ausführung 
zum ersten Male zu bearbeiten gehabt, und ich glaube, die in §. 52 
. behandelten Fälle dürften zugleich als Uebung in der trigonometri- 
schen Rechnung zu empfehlen seyn. Es wird Denjenigen , die mit 
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Vorwort jsur ersten Auflage. IX 

den Elementen der Differentialrechnong vertraut sind, nicht entgehen, 
dass die in der Note auf S. 184 angegebene Regel ganz unmittel- 
bar die für die Differenzirung eines Produkts ist, wie denn Überhaupt 
die Bildung der Grundformeln nach den Regeln der Differential- 
rechnung geschehen kann. Ich habe dies begreiflich nicht gethan, 
und glaube, dass das, was gesagt ist, auch so, wie es gesagt ist, 
verständlich seyn wird. 

Was endlich den achten Abschnitt — über Interpolation — 
anbelangt, so mag er als ein Anhang angesehen werden, der eben 
so gut hätte wegbleiben dürfen. Doch dürfte er manchem Leser 
erwünscht seyn , und ich habe ihn desshalb eingeschaltet* 

In der sphärischen Trigonometrie habe ich vorzugsweise die 
analytische Ableitung vorwalten lassen , da ich sie für die einzig 
wissenschaftliche erachte, indem nur sie ganz klar hervortreten 
lässt, wie aus den drei Grundformeln alles Uebrige folgt — und 
folgen muss. Doch habe ich zuweilen auch der geometrischen Ab- 
leitung gedacht, ohne mich aber in das Labyrinth von Figuren ein- 
zulassen, das gar zu viele Lehrbücher der sphärischen Trigonometrie 
enthalten. Dass ich das rechtwinklige Dreieck immer als mit unter 
den allgemeinen Sätzen begriffen angesehen habe , verlangt schon 
der Standpunkt, auf dem der Leser jetzt steht; zum Ueberfluss habe 
ich jedoch in §.11 die dasselbe betreffenden Formeln zusammenge- 
stellt. Die so genannten zweideutigen Fälle (§§. 16, 17) glaube 
ich erschöpfend behandelt zu haben, was — gelegentlich gesagt — 
in der Regel nicht geschehen ist. , 

Dass ich bei dem so wichtigen Legendreschen Satze (§. 23) 
in den Entwicklungen weiter gegangen bin, als dies gewöhnlich ge- 
schieht, geschah wegen des Resultats , das in der Formel (21) auf 
S.265 ausgesprochen ist, das ohne diese Entwicklung natürlich 
nicht erhalten worden wäre. Demselben ist das auf S. 272 in 
Formel (23) N für die Berechnung eines sphärischen Trapezes ge- 
fundene an die Seite zu stellen. 

Als Aufgaben habe ich, ausser einigen rein geometrischen, vor- 
zugsweise solche aus der Astronomie und der Geodäsie gewählt. 
Wenn in §. 27 die Konstruktion einer Horizontalsonnenuhr mit 
grosser Ausführlichkeit behandelt wurde, so rührt dies daher, dass 
bei Gelegenheit dieser Aufgabe eine Menge für das Folgende 
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X Vorwort zur ersten Auflage. 

wichtiger Begriffe erläutert werden konnte, abgesehen davon , dass 
die Aufgabe als solche nicht ohne Interesse ist. Dasselbe gilt wohl 
auch von den Aufgaben des §. 28. 

In §. 29 wurden die wichtigsten Methoden angegeben , nach 
denen auf astronomischem Wege die geographische Breite eines 
Ortes auf der Erdoberfläche bestimmt werden kann. Es bieten die 
hier behandelten Aufgaben zugleich reichlichen Stoff zurUebung im 
Auflösen trigonometrischer Gleichungen, mit welchen Uebungen zu- 
gleich der Vortheil verbunden ist, dass der Leser sieht, wo die zu 
lösenden Aufgaben ihre Anwendung finden. 

Als Anwendung auf die höhere Geodäsie habe ich die Berech- 
nung der Polar- und rechtwinkligen Koordination der Eckpunkte 
eines Breiecksnetzes gewählt, die erstere im Wesentlichen nach 
Bessel, die letztere nach Schleiermacher, jedoch mit Weg- 
lassnng gewisser durch keine Theorie zu rechtfertigender Künsteleien. 

Der siebente Abschnitt endlich ist der dem siebenten der ersten 
Abtheilung entsprechende , und musste natürlich seinen Platz hier 
erhalten , wenn sein Vorgänger bereits vorhanden war. Die An- 
wendungen dürften nicht ohne Interesse seyn. Ich erinnere in 
dieser Beziehung nur an die Worte von Gauss (monatl. Korresp. 
18. Theil, S. 286): „Bei allen Methoden, die man dem praktischen 
Astronomen zu seinem Gebrauche vorschlägt, ist es eine unerläss- 
liche Pflicht, dass man den Einfluss der unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehler auf die Resultate würdige, damit man sich überzeugen 
kann*, ob sie überhaupt» und unter welchen Umständen sie mit 
Sicherheit anwendbar sind. Der Vernachlässigung dieser Pflicht 
hat man die vielen unreifen Einfalle zuzuschreiben, über deren Un- 
werth die praktischen Astronomen klagen." 

In Bezug auf die Literatur des hier behandelten Zweiges der 
Mathematik bin ich mit Zitaten sehr sparsam gewesen, da ich die- 
selben als nicht wesentlich zum Buche gehörig angesehen habe. 
Ohnehin mag es eine schwierige Sache seyn , für jeden Satz den 
Mann zu finden , der ihn zuerst aufgestellt hat, und ich habe mich 
damit nicht befassen können, ohne dass ich in Abrede stellen will, 
dass das Mithereinziehen des Historischen von grossem Interesse 
ist. Aber um in dieser Beziehung nicht Falsches zu sagen , habe 
ich vorgezogen , meist ganz zu schweigen. 
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Gegenüber der an Ostern 1855 ausgegebenen ersten Auflage 
ist diese zweite nicht wesentlich geändert. Ich habe darin aller- 
ding einzelne Verbesserungen vorgenommen , hin und wieder auch 
Einiges zugesetzt oder weggelassen, ohne aber die Eintheilung und 
Anordnung anzutasten , da dieselbe mir zweckmässig erscheint. 

Man hat die in §.12 angewandte Beweisform zu lang gefunden. 
Darauf muss ich bemerken , dass das Buch nicht für Mathematiker, 
sondern für Anfänger in der Trigonometrie geschrieben ist, wenn 
gleich dessen weitere Anlage auch Demjenigen genügen mag, der 
mehr als Anfänger ist. Wer aber Trigonometrie zum ersten Male 
studirt, hat Algebra und Geometrie bereits getrieben — weiter 
Nichts; für Solche ist ein Alles umfassender einziger Beweis nicht 
verständlich, da derartige Beweise viel zu rasche Schlüsse ver- 
langen, als dass ein Anfänger ihre ganze Tragweite beurtheilen kann. 
Die von mir gewählte Beweisart liegt in der Art, wie wir stufen- 
weise zur Erkenntniss der Allgemeingiltigkeit von (mathematischen) 
Sätzen gelangen, und ist so durchsichtig klar, dass ich sie für die 
hier allein zulässige ansehe. — Die grosse Länge thut hier der 
Sache keinen Abtrag. Einerseits sieht ein Fall dem andern gleich, 
und dann geschieht dies Alles nur einmal; von da an sind die 
Resultate allgemein giltig. 

Dass ich die Eintheilung des Winkels in Grade, Minuten, 
Sekunden beibehalten, bedarf wohl keiner Rechtfertigung. Sind ja 
die WiDkelmessinstrumente auch so getheilt! — Die analytische 
Bestimmungs weise wird zur rechten Zeit schon gehörig erklärt 
werden können, und ich halte es für verkehrt, wegen der analyti- 
schen Zwecke das Maass der Winkel durch Kreisbögen vom Halb- 
messer 1 in die Trigonometrie einzuführen. 

Natürlich hätte man in den siebenten Abschnitten beider Ab- 
theilungen die Regeln der Differentialrechnung kurzweg anwenden 
können. (Man vergleiche darüber meine „Differential- und Inte- 
gralrechnung", 2. Auflage, §. 70.) 

- 
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Vorwort zur dritten Auflage. 



Die zweite Auflage dieses Buches , welche 1861 ausgegeben 
wurde, ist nicht wesentlich geändert worden. An einzelnen Stellen 
habe ich weggenommen oder hinzugethan, wie es mir für die 
Brauchbarkeit des Werkes zweckmässig schien, ohne dass dadurch 
der Grundplan beeinträchtigt worden wäre. Nur die erste Abtheilung 
hat in so ferne eine wesentliche Abänderung erlitten , als in 
§§. 34—37 die Grundforraeln der ebenen Polygonometrie in einer, 
wie ich glaube, sehr einfachen Weise abgeleitet wurden. Nament- 
lich hat sich die Formel des §. 37 in überraschend leichter Weise 
ergeben. Die Anwendung und weitere Ausführung dieser Formeln 
wurde hier nicht gegeben; sie gehört der „ebenen Polygono- 
metrie" an. 

Wir haben nun noch zu §. 5 der zweiten Abtheilttng einige 
Bemerkungen hinzuzufügen hinsichtlich der allgemeinen Giltigkeit 
der Formeln in §.6— "9. Da in diesen §§. sehr häufig die Quadrat-» 
wurzel ausgezogen wurde, diese aber im allgemeinen Falle nicht 
kurzweg als positiv angesehen werden darf, so raüsste jeweils eine 
Untersuchung der Doppelzeichen statt finden. 

Man findet nun aber, dass wenn man in den drei ersten Fällen 
des §.5, IV— VI in so weit anders verfahrt, als man im Falle V 
statt des Winkels A den Winkel 360° — Ain das sphärische Dreieck 
rechuet r und im Falle VI statt A, B, C: 360° -A, 360°-B, 
360 0 — C , unbedingt gelten : 

die Formeln (1) des §. 4; 
n « (3) n §.6; 
n n (4), (5), (6) (7) des §.7; 
dagegen in den Formeln (2) des §.6, (8) des §.8, (9) und (10) 
des §.9 die zweiten Seiten mit Doppelzeichen zu versehen sind. 

Es ist also jedenfalls besser, die Einschränkung beizubehalten, 
nach der Seiten und Winkel eines sphärischen Dreiecks 180° nicht 
übersteigen. 
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Erste Abtheilung. 



Ebene Trigonometrie. 



Dienger, Trigonometrie. 



Digitized by Google 



■ 



Digitized by Google 



Erster Abschnitt. 
Grundsätze der Goniometrie. 

Die Geometrie lehrt, dass ein ebenes Dreieck völlig bestimmt 
ist, d. h. unzweideutig gezeichnet werden kann, wenn von demselben 
gegeben sind: eine Seite und zwei Winkel, zwei Seiten und- der von 
diesen gebildete Winkel, oder endlich die drei Seiten; sie lehrt 
ferner, dass wenn zwei Seiten und ein Winkel gegeben sind, der 
einer dieser Seiten entgegen steht, das Dreieck wohl in manchen 
Fällen unzweifelhaft gezeichnet werden könne, dass man aber auch 
zuweilen mit denselben gegebenen Stücken zwei von einander ver- 
schiedene Dreiecke erhalten könne. In all den betrachteten Fällen 
• nnn mnss es, eben weil das Dreieck verzeichnet werden kann, eine 
Methode geben, vermöge welcher man im Stande ist, ans den ihrem 
Maasse nach gegebenen nothwendigen Stücken des Dreiecks die 
übrigen, gleichfalls ihrem Maasse nach, zu berechnen, ohne dabei 
irgend welche Figur zu zeichnen, oder nur vor sich zu haben. Die 
dazu dienlichen Lehren tragen den Namen der ebenen Trigono- 
metrie. Man übersieht leicht, dass es dabei überhaupt auf das 
Verhalten der Winkel eines Dreiecks gegen die Seiten desselben 
ankommen wird, so dass dieses Verhalten den ersten Gegenstand 
der Untersuchung abzugeben hat Nun lehrt schon die Geometrie, 
dass Dreiecke , deren Seiten einander proportional sind , dieselben 
Winkel haben; es liegt somit in der Natur der Sache, dass das 
Verhalten der Winkel gegen die Seiten nicht bedingt seyn kann 
durch die absolute Länge der Seiten, sondern blos abhängen 
kann von dem Verhältnisse der Seiten gegen einander, 
welches sich in ähnlichen Dreiecken nicht ändert 
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Erklärung der trigonometrischen Funktionen. 



Irgend ein bestimmter Winkel , den wir zunächst kleiner als 
einen rechten annehmen, kann in einem beliebigen Dreiecke liegen; 
das für unsere Betrachtang bequemste ist aber das rechtwinklige: 
wir werden dasselbe desshalb auch als Ausgangspunkt unserer 
Untersuchungen wählen. Da im schiefwinkligen Dreiecke schon 
Winkel vorkommen können, die grösser als ein rechter sind, so 
werden wir unsere Untersuchungen alsdann auch über solche Winkel 
ausdehnen müssen , und es liegt in der Natur der Sache , dass wir 
sofort beliebig grosse Winkel zu betrachten haben. Dadurch wird 
die ganze Untersuchung losgeschält von der speziellem Trigono- 
metrie, und trägt, als besonderer Zweig der Wissenschaft, den 
Namen Goniometrie, mit der wir uns nun zunächst beschäftigen 
wollen, indem wir sofort zum eigentlichen Gegenstande unserer 
Behandlung übergehen, welch letztere die Sache wohl besser auf- 
klären wird, als eine allgemeine Betrachtung. 

§. 2. 

Erklärung der trigonometrischen Funktionen. 

L Sey A ein spitzer Winkel, dessen Seiten AC und AB sind. 
Fi*, i. Man fälle von dem (beliebig gewählten) 

Pnnkte C der einen Seite AC auf die 
andere AB die Senkrechte OB, so liegt 
A in dem rechtwinkligen Dreiecke ABC, 
dessen Hypothenuse AC und dessen 
Katheten AB und BC sind. Man 
heisst nun 

den Quotienten der dem \^inkel A entgegenstehenden Kathete 
BC durch die Hypothenuse AC den Sinus des Winkels A und setzt 
desshalb: 

BC 

wnA = Äc ; ^ 

den Quotienten der dem Winkel A anliegenden Kathete AB durch 
die Hypothenuse AC den Cosinus des Winkels A und schreibt 

C0 AG' ^ 
Die Grössen einA und cosA sind somit ihren Werthen nach 
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Andere Fora der Erklärung. 5 

immer kleiner als 1 , da die Kathete immer kleiner als die Hypo- 
thenuse ist. 

Ferner pflegt man die Quotienten 

«nA ^ coaA 
cosA einA 

gewöhnlich durch tgA und cotg A zu bezeichnen, und heisst sie 
Tangente von A und Cotangente von A. Man hat also zur Er- 
klärung dieser Grössen : 

sinA . . cosA 

Aas den Gleichungen (1) und (2) folgt aber unmittelbar : 

. . BC A AB ,. v 
tgA = — , cotgA = ^ . (4) 

d. h. es ist tg A auch gleich der entgegenstehenden Kathete BC, 
dividirt durch die anliegende AB; cotg A gleich der anliegenden 
Kathete AB, dividirt durch die entgegenstehende BC. 

Man wird gut thun, sich diese Fundamentalerklärungen genau 
einzuprägen, da natürlich das Verständniss alles Uebrigen darauf 
ruht. 

Andere Form der Erklärung. 

II. Man wird beachten, dass CB die Länge der von C auf AB ge- 
fällten Senkrechten, AB die Entfernung des Fusspunktes der Senk- 
rechten vom Scheitel des Winkels ist. Es können daher die vori- 
gen Erklärungen auch dahin geändert werden, dass man unter einA 
die Länge der Senkrechten, dividirt durch die Entfernung des 
Punktes C vom Scheitel; unter co$A den Abstand des Fusspunkts 
der Senkrechten von dem Scheitel, dividirt durch dieselbe Ent- 
fernung versteht Dabei versteht es sich wohl von selbst, dass 
wenn von der Division zweier Seiten (eines Dreiecks) die Rede ist, 
dabei die Division der die Längen dieser Seiten ausdrückenden 
Zahlen verstanden wird, welches auch immer die Einheit sei, in der 
diese Längen ausgedrückt werden. Dass aber beide Seiten in 
derselben Maasseinheit müssen ausgedrückt sein, braucht wohl 
nicht besonders hervorgehoben zu werden. 

Wir bemerken hier noch , dass zuweilen die Brüche 
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6 Unabhängigkeit ton der Seitenlange. 



cos A' sinA 
als Secante nnd Cosecante von A, so wie 

1 — cosA, 1 — sinA 
als Sinus versus und Cosinus versus von A aufgeführt werden. 

§.3. 

Unabhängigkeit von der Seitenlange. 

Aus den eben gegebenen Erklärungen geht unmittelbar her- 
vor, dass der Werth von sinA, sowie der von cosA als blosse 
Zahl erscheint, indem er nur das Verhältniss von je zwei Seiten 
des rechtwinkligen Dreiecks ausdrückt, welche Zahl auch immer 
< 1 ist Von der Länge eines Sinus u. s. f. zu reden, hat also 
keinen Sinn. Dass dasselbe für tgA und cotg A gilt, ist durch 
unsere Erklärung deutlich. 

Eben desshalb hängt aber der Werth von sin A u. s. f. 
nicht von der Länge der Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks ab. Verlängert man etwa die Seiten AC und AB, welche den 
Winkel A bilden und ist DE senkrecht auf AE gezogen, also parallel 
mit BC, so ist bekanntlich: 

BC _ DE AB _ AE 
AC~AD' ACAD* 

so dass man statt der Formeln (1) und (2), welohe zur Erklärung 
der Bedeutung von sinA und cosA dienen, auch setzen kann: 

. . DE AE 
* mA = ÄD> 003 AD' 

Damit ist aber ausgesprochen, dass man statt des Dreiecks ABC 
das Dreieck AED zur Erklärung von sinA und cos A wählen kann, 
ohne dadurch eine Verschiedenheit in diese Erklärung zu bringen. 

Ganz eben so kann man irgend zwei rechtwinklige Dreiecke, 
welche denselben Winkel A enthalten, zur Erklärung von «ViA, 
coaAin der angegebenen. Weise benützen, indem diese Dreiecke 
ähnlich sind, und also für die betreffenden Quotienten dieselben 
Werthe liefern. 

Die vier Grössen sinA, cosA, tgA, cotgA werden wir zuweilen 
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trigonometrische Funktionen* oder auch trigonometrische 
Brüche nennen, wenn gleich „goniometrisch" das richtigere Bei- 
wort wäre. 

§•4. 

Grundgleichungen. 

Aus den Erklärungen des §. 2, Dämlich aus den Gleichungen (1) 

und (2), erhält man, wenn man die Quadrate von sinA und cosA 

mit sin 7 A, cos 2 A bezeichnet: ** 

. JA BC 2 2A AB 2 

* n A = ÄC*' 008 A = ÄC 2 ' 

woraus folgt: 

. 2 . 2A . BC 2 + AB 2 

Da aber nach dem pythagoräischen Satze : 
BC 2 + AB 2 = AC 2 , 
so ist dieser Quotient = 1 , also hat man für 
einen Winkel A immer: 

sin 2 A + cos* A=l. (5) 

Wir setzen dabei natürlich A < 90° voraus. Hieraus ergibt sich 
wieder, dass weder sinA, noch cos A je grösser als 1 seyn kann. 

Multiplizirt man die Gleichungen (3) mit einander, so erhält man : 

. " sinA. cos A 
*^cot 9 A = co8A 8 . nA , 

d.h. tg A cotg A=l, (6) 

als Beziehung zwischen tg und cotg eines (spitzen) Winkels. Die 
beiden Gleichungen (5) und (6) nebst (3) geben die Beziehungen 
der vier Grössen sinA, cosA, tgA, cotg A gegen einander an. Da 
übrigens (6) ganz unmittelbar aus (3) folgt, so bestehen im Grunde 
nur die drei Gleichungen (3) und (5) , so dass also , wenn eine der 




* Unter Funktion versteht man in der Mathematik überhaupt eine Grösse, 
deren Werth vom Werthe einer andern abhangt und sich also mit letsterem ändern 
wird. Da nun die Grössen jmA, cotA, tgA, cotg A so beschaffen sind, dass ihre 
Werthe vom Werthe des Winkels A abhängen, so sind sie Funktionen dieses Winkels. 

** Diese Bezeichnungsweise wird mehrfach als nicht geeignet verworfen. 
Vollständig richtig wäre die Form: («nA)\ {cot A) *, nur ist sie unbequem. Häufig 
begegnet man der Form: «nA 1 , cot A\ die übrigens auch xu Missyerständnissen 
führen kann. Wir behalten immerhin die im Texte gewählte bei. 
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8 Berechnung der trigonometrischen Funktionen aus einander. 

vier trigonometrischen Funktionen bekannt ist, die drei anderen 
daraus gefunden werden können, welche Aufgabe wir nun zunächst 
lösen wollen. 

§.5. 

Berechnung der trigonometrischen Funktionen aus einander. 

1) Sey «Vi A bekannt. 

Aus (5) folgt: 

cos 2 A = 1 — «Vi 2 A, cosA — V 1 — «Vi a A. 

Ans (3) ergibt sich: 

sin 2 A _ sin 2 A . sin A 

. , . cos 2 A 1 — «*n 2 A . V 1 — «Vi'A 

cotg 2 A = ■- . 2 — — - j- — , cot ff A = - — — . 

stn*A «n*A * sinA 

2) Sey C08A bekannt. ^ 

Aus (5) : sin 2 A = 1 — cos 2 A\ sinA = V 1 — cos 2 A. 
Aus (3): 

2 . «VA 1 — cos 2 A A Vi — cos 2 A 

tg A = — r -= r — , tgA = - ; 

cos A cos 2 A * cosA 

. , . coä'A coä'A _ . co«A 

A ^wÄ = rr^Ä>^ A = Vl _ eoa>A . 

3) Sey A bekannt. 

1 

Aus (6) folgt: cotgA=-jjj-^. 

Aus (3) ergibt sich: 

^ sin 2 A _ sin 2 A 

co8 2 A 1 — sin 2 A* 

also (1 — «Vi 2 A)ty 2 A = «Vi 2 A, tg 2 A — sin 2 A.tg 2 A = sin 2 A y 

tg 2 A = «Vi 2 A -I- sin 2 Atg 2 A = «Vi 2 A (1 4- tg 7 A), 

tg 2 A ... . A toA 
— - = sin A, «nA = , - 



Eben so: 

^ t ^ «Vi*A _ 1 — cos 2 A 

9 ~~ co8 2 A~~ ' cos 2 A 9 
cos t 2 A.tg t A= 1 — cos 2 A t co8 2 A.tg 2 A + cos 2 A=- 1, 
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Berechnung der trigonometrischen Funktionen aus einander. 

c0*'A(ty'A + 1) = 1, cof*A = - ^2 + 1 • 

1 



9 



cosA = 



4) Sey cotyA bekannt. 



VT+Va" 



Aus (6): 



tgA = 



cotgA' 



coi 



Dann aus (3): 

3 a CO* ? A 1 £2*1* A »ja j2* i «2* 

«VA(1 + <?oty* A) = 1 , 

woraus «n A = . = . 

Vi + cotg 2 A 

, co«*A coa*A . , , • « 

coi 9 A = xi^A = i — co8*A ' 9 A — co8*A,cotg'A = co8*A, 

cotg^A = A(l + cotg*A) , 
. cotgA 

€08 A = , = . 

Man bemerke etwa noch, dass immer: 

coä A <<7 A = *m A , sin A cotg A = co* A. 

Der Uebersichtlichkeit wegen wollen wir die erhaltenen Re- 
sultate in eine Tabelle ordnen. 



sin A = 


<ro*A = 

• 


tgA = 


cotgA = 






sinA 


Vl-«n a A 


Vl-cw'A, 
tgA 


Vl-«n a A, 
1 


Vl-«Vl a A , 
Vl-co* a A 


«ViA 
co*A 


1 


co^A 


cosA 

1 


Vl-co^A' 
1 


y]+co^ a A* 


Vl-r-COty'A* 


cotgA' 


tgA' 



Man wird hiebei beachten, dass wir bei Ausziehung der Quadrat- 
wurzeln immer nur die positiven Werth e gewählt haben, da wir 
bis jezt keinen Grund haben, eine der trigonometrischen Funktionen 
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Zu- und Abnahme mit der Aenderung des Winkels 



Fi*. 8. 



als negativ anzusehen. (Die Verallgemeinerung dieser Tabelle 
findet sich in §. 13). 

§6. 

Zu- und Abnahme mit der Aenderung des Winkel«. 

Immer unter der Voraussetzung, der zu betrachtende Winkel 
sey kleiner als ein rechter, wollen wir uns nun die Frage stellen , in 
welcher Weise der Sinus eines Winkels sich ändert, wenn der 
Winkel sich ändert. 

Seyen BCA, DCA zwei verschiedene Winkel, 
und zwar 

DCA > BCA. 
Man ziehe BE, DF senkrecht aufAC, indem 
man zuerst um C mit AC einen Kreis beschrieben; 
verlängere BE, DF, bis sie den Kreis in b nnd d 
wieder treffen, ziehe CbundCd, so ist bekanntlich: 
BE = Eb, DF = Fd, DCA = ACd, BCA = ACb. 
Nun ist (§.2): 

amBCA = Jg, «nDCA = gF; 

ferner Dd=2DF, Bb = 2BE; DF = JDd, BE = $Bb, 

also 




«nBCA = ^, «nDCA = i^. 



Da aberDCd=2DCA, BCb=2BCA, so ist auchDCd>BCb, 
also nach einem bekannten Satze: 

Dd > Bb. 

Da endlich BC = CD, so folgt hieraus, dass 
Dd Bb t Dd Bb 
CD^C'^CD^'BC 
d. h. sinDCA > «nBCA. 

Man schliesst hieraus, dass zu einem grössern Winkel auch ein 
grösserer Sinus gehöre, oder dass der Sinus eines Winkels wachse, 
wenn der Winkel wächst, mithin auch abnehme, wenn der Winkel 
abnimmt. 

Sind also die zwei Winkel A und B, beide unter 90°, so be- 
schaffen, dass B > A , 
60 ist auch ginB >«mA. 
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Zn- und Abnahme mit der Aenderung des Winkels. 
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Da nun cosB = yi — sin 2 B , cos A = Vi — «m'A, 
und «m'B><tYi'A, also 1 — *m 2 B < 1 - «n'A,* 

so ist c0*B<<?o$A, 

d. h. der Cosinus eines Winkels nimmt ab, wenn der Winkel wächst, 
und nimmt mithin zu, wenn der Winkel abnimmt. 

Endlich ist 

, _ sin B . A sinA 

und da sin B > sin A, cos B < cos A , 

so ist tyB>#A,** 

d. h. die Tangente eines Winkels wächst, wenn der Winkel wächst. 

Da. cotgB = cotgA=~(§.4) t und tgB>tgA, so 
ist nothwendig cotg B < cotg A , 

so dass die Cotangente abnimmt, wenn der Winkel wächst. Alle 
diese Sätze lassen sich leicht geometrisch nachweisen, wie der erste, 
was jedoch der eigenen Uebung überlassen bleiben mag. 

Wir wollen , unter Bezug auf Fig. 3, hier bemerken, dass wenn 
der Kreishalbmesser AC = 1 wäre, man setzen würde: 

*mBCA = BE, co*BCA = CE. 

Daraus folgt jedoch nicht, dass sin und cos als die Längen 
der Linien BE, CE anzusehen sind, vielmehr sind die Werthe der 



• Da «tn'B^ttn'A, so wird, wenn man von 1 zuerst «tn'B, und dann 
auch «wa*A abzieht, das erstemal mehr abgezogen als das zweite, so dass weniger 
übrig bleiben muss , mithin 1 - «V B < 1 - sin 1 A ist. 

% *5 A. 

** Vergleicht man die Brüche und »o ist der Zähler des ersten 

■ 

grösser als der des zweiten, während der Nonner des ersten kleiner als der des 
zweiten ist. Wären die Nenner gleich , so müsste der erste Bruch schon grosser 
als der zweite seyn, da mit wachsendem Zahler ein Bruch wächst; d. h. man hat 

«nB «'»Ä 
cos A eosA ' 

Schreibt man aber hier noch im ersten Bruche eo«B für eosA, so hat man den 
Nenner desselben noch vermindert, wodurch der Bruch abermals in seinem Werthe, 
erhöht wurde, so dass in höherm Grade 

sin B ^ sin A . 
cosB eosA 
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12 Trigonometrische Funktionen der Ergänzungsvinkel. 



Fig. 4. 



beiden trigonometrischen Funktionen nur gleich den Zahlen, welche 
die Längen von BE, CE ausdrücken, vorausgesetzt es sei der 
Kreishalbmesser — 1. 

Es beruht hierauf eine zweite Erklärungsweise von «nA, cosA t 
indem diese Grössen, wie so eben, aus einem Kreise vom Halb- 
messer 1 bestimmt werden. Man kann alsdann ganz wohl BE, CE 
kurzweg als gleich dem sinus oder cosinus von BCA ansehen. Diese 
Erklärungsweise mag in einzelnen Fällen bequem seyn; wir haben 
jedoch uns hier auf das Dreieck einschränken wollen. 

§•*• 

Trigonometrische Funktionen der Ergänzungswinkel. 

Die beiden Winkel A und C in dem rechtwinkligen Dreieck ABC 

betragen zusammen 90°; man hat also 

C = 90°-A. 

Nun ist (§.2): 

. * BC A AB 
sin A — -t~f« i c °8 A = -~=r ; 
AC AG 

. n AB n BC 

Daraus folgt unmittelbar, dass 
sin C = cos A, cos C = sin A , d. h. 
*m(90°— A)=cosA, coa(90 0 — A)=*mA. (7) 

Die Division beider Gleichungen gibt sodann: 

tg{90°-A) = cotgA, cotg (90* -A) = tgA. (*') 
Man hat also auch: 
sin 2 A + sin 2 (90 0 - A) = 1 , cos 2 A + cos 2 (90° - A) = 1 , 
tg A . tg (90° — A) = 1 , cotgA. cotg (90° - A) = 1 , 
wie sich aus (5) und (6) findet 

Es ergibt sich hieraus, dass wenn man die trigonometrischen 
Funktionen der Winkel unter 45° kennt, man sofort die der Winkel 
über 45° erhalten wird. 

Sind z. B. *m36°, cos 36°, #36°, cotg 36° bekannt, so ist, da 
36° 4-54° = 90°: 

«n 54° = tt>*36 0 , C0*54° = *m36°, tg54° = cotg36°, 

cotg5t° = tg36°. 
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Die Funktionen für 0°, 90°, 30°, 60°, 45°. 1 3 

Allgemeiner ist: 
ein (45 0 + A) = eos (45 0 - A) , cos (45 Q -h A) = sin (45 0 - A) , 
ty(45 0 4-A) = *?ty(45 0 -A), <?oty(45° + A)==*K45 0 -A), (8) 
wenn A unter 45° ist, da ja 45° 4- A und 45° — A zusammen 90° 
betragen. 

Für einige besondere Winkel ist es leicht, die zagehörigen 
trigonometrischen Funktionen zu erhalten, wie wir diess nnn 
zeigen wollen. 

§• 8. 

Die Funktionen für 0°, 90°, 30°, 60°, 45°. 

I. Bereits in §. 6 haben wir gezeigt, dass der «nA abnehme, 
wenn A abnimmt. Denken wir uns nun, der Winkel A werde immer 
kleiner (in der dortigen Fig. 3 nehme BCA immer mehr ab) und 
nähere sich der Grösse 0 unbegränzt (BC nähere sich der AC), so 
wird offenbar der «»A sich ebenfalls der 0 nähern (BE wird immer 
kleiner) und zuletzt verschwinden, so dass man haben wird: 

*w0° = 0. 

Vermöge §.5 folgt hieraus: 
co80 0 = \l—0 1 =Vl = l, tyO° = ? = 0, cotgO° = ±=<X). * 

Da 0° + 90° = 90°, so folgt hieraus nach (7) in §. 7 sogleich: 
«n90° = c<w0°=l, c0*9O° = «wO° = O, ty90 0 = coty0°= oo, 

cotg90° = tgO Q = Q, 
was man Alles leicht auch aus der Figur entnehmen kann. 

II. Stelle ABC ein gleichseitiges Dreieck 
vor, in dem also jeder Winkel gleich 60°; sey 
darin CD senkrecht auf AB, so istBCD=30°, 
und also 

BD 



wiBCD = mVi30° = 



BC 




* Das Zeichen QO (unendlich) bedeutet keine Zahl mehr, sondern zeigt nur 
an, dass cotgO 0 grösser sey als jede angebbare, auch noch so grosse Zahl. Wählt 

man nämlich den Bruch — und lässt a immer kleiner werden, so wird sein Werth 



grösser, und wollte man a = 0 setzen, so würde man eben dadurch anzeigen, 
dass man Über alle Grössenschranken hinausgegangen sey. 
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Die Formeln für »in f co$,tg, eotg von a -hb. 



Nun ißt BD = 1 AB = JBC, also 

Hieraus folgt nach $. 5 : 

co^30 0 = V3. 

Sodann nach §. 7 : 
«Yi60° = ^3, 00*60° = $, #60° = ^3, cotg60° = Vl 



Fig. 6. 




III. Ist ABC ein gleichschenklig recht- 
winkliges Dreieck, also AB=BC, so ist A=45 °, 
mithin 



und dann nach §.5: 
sin 45°= 



1 = t -7*=Vi.«"45' 



yr+i 



Man könnte diese Formeln auch in anderer Weise erhalten. 
(8) nämlich folgt, dass (wenn dort A = 0) 

45° = <?0*45°, #45° = c0ty45 0 . 

Also aus (6) und (6), wenn A = 45°: 
«n J 45 0 +«» J 45°=l, 2«n , 45°=:l, ^n 5 45° = J, sm45° = Vl; 
^45°.^46° = 1, ty*45°=l, ty45°=L* 

§.9. 

Die Formeln für «n, cos, tg, eotg von a+b, 

Seyen a, b zwei Winkel, jeder kleiner als 90°, deren Summe 
selbst kleiner als 90° sey. Sey ferner DG senkrecht auf AC, 
CB senkrecht auf AB, DE senktrecht auf AE und CP parallel AB. 



* Man hat also 

sinSO° = \, coi$0° = \yS t tg$0 o = Vl, cotgBÖ°=VS; 
«n 60° = 5/3, *>«60° = $, tg 60° = V3 , cotgGö 0 = Y\; 
sin46° = y\, eo$*6° = V\ t #45°= 1, cotg*b» = 1. 
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Die Formeln für sin, cot, tg, cotg ton a-hb. 
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Man wird nun leicht nachweisen können, 
dass auch CDF = a. Der Winkel BAD ist 
= a-f-b, und man hat zugleich CF = BE, 
EF = CB. Hieraus und dem, was wir im Vor- 
stehenden gesehen, ergibt sich unmittelbar die 
Richtigkeit folgender Gleichungen: 

.... DE DF-hFE DF + CB 
«w(a + b) = ^= — = — 



Fif. 7. 



Mi 








/ F 



















_DF CB = DF.DC CB.AC = DF DC CB AC 
AD AD"AD.DC AD.AC~DC , AD + AC , AD* 

Aber es ist 



BF 
CD 



* DC . , CB . AC 
= C08&, — = *mb, — — sina., —— = cosb, 



AD 'AC — 'AD 

also sm(8>-t-b) = co83>.sinb-h sin*, cosb, 

oder sin (a 4- b) = sin a cos b 4- cos a sin b. 

Eben so ist 

, . » AE AB-BE AB-CF AB CF AB AC 
cos(* + b) = — = 



(9) 



AD AD 
CF CD 



AD AD AD AC AD 
= cossL.cosh — sina.sinb, 



(10) 



CD * AD 

d. h. cos(& + b) = C08& cosb — «na sinb. 

Aus diesen Formeln zieht man (§.2): 

, , x sin (a -+- b) sin a cos b -f- co* a sin b 
ty(aH-b) = — 7— -rr = r : r-r. 

Dividirt man hier Zähler und Nenner durch cos & cosb f so er- 
gibt sich 

tg (a -f- b) = 



sin a sinb 
cosb 



Cosa. 



, , , «na 

d. n. da = tg& 

cos a 



«Vi b 



1 - 



= tgb: 



sina, sin b * 
cos &' cosb 




♦ Es ist gleichgütig, ob cot a aas CDF oder BAC b< 

DF AB 
gibt cot a = ^ , das zweite cot a = ^ . Aber 

DF AB 

rechtwinkligen Dreiecke ist ^ = — . (§. 3). 



Denn das 
der Aehnlichkeit 



der beiden 
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16 Die Formeln für «n, eot, tg % eotg von aH-b. 

- 

Dessgleichen 

. , _ v co*(a 4- b) cos* cosb — «na «nb 

* v ' «w(a-f-b) sinsLCOsb + cos&sinb 

und wenn man Zähler und Nenner durch «ma«t'nb dividirt 

•**+»-^fer- < 12 > 

Die vier Formeln (9) — (12) geben die trigonometrischen 
Funktionen eines zusammengesetzten Winkels durch die der ein- 
fachen. So erhält man (§. 8) : 

sin 75 0 = sin (30 0 4- 45 °) = sin 30 0 cos 45 0 H- cos 30 0 sin 45 0 = 

m+iV3.v^=ivi(i+v3)=™*i5°, 

co*75 0 = co*(30 0 + 45 0 ) = i^3.Vi~i-V r i = iV r }(^3-l) 
= «nl5°, 

^75° = y^T = = 10+ V 3 )' wenn man Zähler und 

Nenner mit 1 + V3 multiplizirt) = i(l + 2 \T3 + 3) = 2 4- V3, 
coty75° = _|_ | — • 1 (V 3 ~~ 1) 2 (wenn man Zähler und Nenner 

mit V3 - 1 multiplizirt) = J (3 - 2 Y3 + 1) = 2 - yz. 

Die Seite des regelmässigen Zehnecks im Kreise wird bekanntlich erhalten, 
wenn man den Halbmesser so in zwei Theile theilt, dass der grössere Abschnitt die 
mittlere geometrische Proportionale ist zwischen dem kleinern Theile und dem 
ganzen Halbmesser. Ist also r der Halbmesser, x der grössere, mithin r — x der 
kleinere Theil, so hat man 

r(r — x) = x', r' — rx==x', x'-f-rx = r*, 

woraus folgt: 

in welcher Gleichung jedoch nur das obere Zeichen zulassig ist, da x positiv seyn 
muss. Sollte also in Fig. 3 b B die Seite des regelmässigen Zehnecks, BC = r der 

Halbmesser seyn, so wäre EB = \ bB = ~ (Y6 — 1) und der Winkel BCb = 36°, 

also BCA = 18°, und man hatte 

woraus cos 18° = Vi - £(^5 - 1)* = J yiö — (b - 2y5 + 1) 

= i VlÖ+Tpß = «n72°. 
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Die trigonometrischen Funktionen in den vier Quadranten. 1 7 

Hieraus folgt: 

sin 48° = cos 42°= sin (30° + 18°) = «in 30° eos 18° -h eos 30° «in 1 8° 

= l V10-+-2V5 4- i (fl5 - V3). 
co«48° = *m42°= cos (30°+ 18°) = cosWUos 18° - «in30°«m 18° 
= jV30H-6l/5-i(V'5-l). 
In ähnlicher Weise erhält man : 

«in 36° = sin (18° 4- 18°) = , ^10 - 2| 5 = cos 54°. 
co«36°= co« (18° 4- 18°) = -+- V'5) = «'« 54°, 
sin 63° = «in (45° 4- 1 8°) = J V$ + V & 4-|V£(V5 - 1) = <?o*27°, 
• co« 63° = co« (45° 4- 18°) - » Vö + Vö - $ V» - 1) = sin 27°, 
«n-78° = sin (60° 4- 18°) = J V^O 4- 6 V'5 + i (V5 - 1) = cos 12°, 
co« 78° = co«(60°4- 18°) = > Vl0-h2)/5 - • (^15 _ V3) = «in 12°. 
Man kennt also jetzt den sin und cos (also auch und cotg) von 0°, 12°, 
15°, 18°, 27°, 30°, 36°, 42°, 45", 48°, 54°, 60°, 63°, 72°, 75°, 78°, 90°. 

Von weiteren Winkeln finden sich die trigonometrischen Funktionen ange- 
geben in der Anmerkung zu §. 14. 

Im Seitherigen haben wir blos Winkel betrachtet, die unter 
90° liegen; eine solche Beschränkung entspricht aber nicht einmal 
den Bedürfnissen der Trigonometrie, geschweige denn überhaupt 
den Bedürfnissen einer weitern Anwendung dieser Lehren. Auch 
drängt uns die Theorie ganz unzweifelhaft zur Untersuchung, be- 
züglich Erklärung der trigonometrischen Funktionen von Winkeln, 
die über 90° hinausreichen. 

Selbstverständlich sind solche Winkel nicht mehr in einem 
rechtwinkligen Dreieck zu erhalten, und wir werden also die seit- 
herige Ausdrucksweise ändern müssen. Wir haben aber gleich zu 
Eingang des §.2 gesehen, dass das dortige rechtwinklige Dreieck 
nur dadurch entstanden ist, dass man von einem (beliebigen) Punkte 
der einen Seite des Winkels auf die andere eine Senkrechte fällte, 
so dass wir diese Betrachtung im Folgenden festhalten müssen. 

§• 10. 

Die trigonometrischen Funktionen in den vier Quadranten. 

Ist ein Winkel zwischen 0° und 90° enthalten, so wollen wir 
sagen, er liege im ersten Quadranten; ist er zwischen 90° und 
180°, im zweiten; im dritten Quadranten soll er liegen, wenn 
er zwischen 180° und 270 "enthalten ist; endlich im vierten, wenn 

Di enger, Trigonometrie. _ 2 
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Trigonometrische Funktionen im zweiten Quadranten- 



er zwischen 270° und 360° liegt. Bezeichnet a immer einen spitzen 
Winkel, der also zwischen 0°und 90° liegt, so kann man einen 
Winkel bezeichnen, wenn er liegt: 

im zweiten Quadranten, durch 90° -ha, oder 180° — a, 
„ dritten „ „ 180°-ha, „ 270°-a, 



vierten 



270' 



a, 



360° -a. 



Wir wollen nun das Verhalten der Winkel in den vier Quadran- 
ten etwas genauer untersuchen. * 

I. Sey ACD = a ein Winkel < 90°, 
also im ersten Quadranten, CH senk- 
recht auf AB, HCE = a, so ist ACE 
= 90° -ha, also ein Winkel im zwei- 
ten Quadranten. 

Wollen wir «na und cosa haben, 
■A so müssen wir (§. 2) von einem (be- 
liebigen) Punkte D der Seite CD auf 
die Seite CA die Senkrechte DF fällen; alsdann ist 




DF 



CF 



Wna= CD' C °* a= CD* 

• Wollen wir nun eben so den «n (90°-ha) oder <?0*(9O°-h a) 
haben, so müssen wir von der einen Seite (CE) dieses Winkels ans 
auf die andere (AC) eine Senkrechte (EG) fällen, wozu nothwendig 
ist, dass wir die Seite AC zuerst gegen B hin verlängern. Da wir 
nun unter dem sinus eines Winkels den Quotienten verstanden, den 
man erhält, wenn man die Senkrechte dividirt durch die Hypothenuse 
des rechtwinkligen Dreiecks, in dem dieselbe als Kathete vorkommt, 
und eben so unter cosinus die Entfernung des Fusspunkts der Senk- 
rechten von der Spitze des Winkels dividirt durch dieselbe Hypo- 

EG CG 
thenuse, so wird der Bruch ^ den ein (90° -ha), der Bruch ^ 

den cos (90° -h a) ausdrücken können. 

Was aber zunächst den letztern betrifft, so ist die Entfernung 
des Fusspunkts G von C in entgegengesetzter Richtung mit der 



* Die Erklärung von tg A, cotg K bleibt immer dieselbe, wie sie in den 
Formeln (3) des § 2 ausgesprochen ist, mag A nun kleiner oder grösser als 
90° sein. 
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Entfernung des Fasspunkts F von C, welcher für den Winkel a im 
ersten Quadranten gilt. Wir werden diess dadurch anzeigen, dass 
wir sagen, der cos (90° -ha) sey negativ, also setzen: 

<w(90« + a) = -2|. 

Damit sagen wir dann aus, dass der cosa. positiv genommen sey. 

Der sm(90°-r-a) wird positiv seyn, da die Senkrechte EG für 
den Winkel im zweiten Quadranten dieselbe Richtung hat, wie die 
Senkrechte DF für den Winkel im ersten Quadranten. 

Man kann diese Beziehungen auch so erkennen: Denken wir 
uns, der Winkel ACD wachse gegen 90° (indem CD sich um den 
Punkt C dreht) , so nimmt (§. 6 und 8) sein cosinus ab bis zu 0, 
was geometrisch dadurch ersichtlich ist, dass der Punkt F gegen C 
hin rückt Las st man aber dann den Winkel über 90° hinaus 
wachsen, so wird der Fusspunkt F immer noch in derselben Weise 
fortrücken, somit der cosinus immer noch abnehmen ; da er nun bei 
90° schon 0 war, so muss.er über 90° hinaus negativ werden. Der 
sinus dagegen wächst, was geometrisch durch Erhebung von D an- 
gedeutet ist, bis 1 (bei 90°); von da an sinkt D, also nimmt der 
sinus ab, bleibt aber immer noch positiv, da er von 1 aus abnimmt.* 

Machte man nun CD = CE, so ist leicht ersichtlich, dass auch 
CF = EG, DF — CG (indem die Dreiecke FCD und CEG kongruent 
sind wegen DCF = CEG = a, CD = CE, DFC = CGE = 90°). 

Also ist 

. x EG CF 

ww(90°+a) = + EQ=- t "cD= r - h co * a > 

x CG DF 
c0*(9O°-r-a) = — QE = ~ CD = ~ * ma ' 

woraus durch Division leicht die Formeln für tg (90° H- a), 
cotg (90° -h a) folgen. Mau hat also: 



* Ist also die Richtung der auf AB gefällten Senkrechten dieselbe , wie im 
ersten Quadranten, so erklären wir den sinus als positiv; ist sie entgegengesetzt, 
so wird der sinus als negativ angesehen werden müssen. Ist eben so die Richtung 
der Querlinie vom Fusspunkte der Senkrechten gegen den Scheitel des Winkels 
dieselbe wie im ersten Quadranten, so ist der cosinus als positiv; ist diese Rich- 
tung die entgegengesetzte, so wird derselbe als negativ zu behandeln sein. 

2* 
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Trigonometrische Funktionell im dritten Quadranten. 



*wi(9O° + a) = -r-c0*a, cos (90° + a) = — trna, #(90° + a) = 

— "7777TS { = — —. — = — cotgz, cotg(90° 4- a) = — fya. 

Ist b<90°, so ist 90° — b auch <90° und >0°; setzt man 
also hier_a = 90° — b, so sind diese Formeln noch richtig. 

Unter Beobachtung der Formeln (7) erhält man nun, wenn 
a--90° — b, also 90°H-a= 180°-b: 

sm(180° - b) = + cos (90° - b) = 4- sinh, 
cos(\80 Q - b) = - sin(90° - b) = - cosb, 
tg( 180° - b) = - cotg(90° - b) = - tgb, 
cotg(\80° — b) = — tg(90° — b) = — cotgb. 

Diese Formeln können übrigens auch leicht unmittelbar durch 
eine Figur nachgewiesen werden. * 

Setzt man b = 0 und beachtet §.8, so erhält man: 
*ml80°= -|-*m0 o = O, cos\80° = -cosQ°= - 1, 
tyl80°= -tyO° = 0, cotg\80° = -cotgO 0 — — od, 
wie sich ebenfalls aus einer Figur leicht ersehen lässt. 

II. Sey wieder ACD = a, kleiner 
als 90°, ECB = a, so ist ACE = 180° 
H- a ein Winkel im dritten Quadran- 
ten. Sein sinus würde also durch 

EG . , CG 

z— -, sein cosinus durch — auszu- 

drücken seyn, wenn EG die Senk- 
rechte von der einen Seite EC des 
Winkels auf die (verlängerte) andere 
Seite AC ist. Ganz wie vorhin erhellt wieder, dass jetzt der cosinus 
ebenfalls negativ, eben so auch der sinus negativ seyn wird, indem 
EG von entgegengesetzter Richtung ist als DF. ** 

Man kann sich diess auch wieder in anderer Weise erklären. 
Hat man den Winkel ACE der vorigen Figur bis 180° wachsen 




* Wir rathen diess dem Leser zu seiner Uebung anch entschieden an. Die 
Figur bedarf einiger Aenderungen , da eben jetzt die Winkel a, 180° — a einzu- 
zeichnen sind. 

** Diese Richtung ist immer von dem Ausgangspunkte (E) gegen die Quer- 
linie AB gerechnet. 
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lassen, so ist E immer mehr gesunken, also gegen AB gelangt; 
lässt man den Winkel nun über 180° hinausgehen, so dauert diese 
abwärts gehende Bewegung offenbar fort, und der sinus nimmt 
folglich fortwährend ab. Da er für 180° schon 0 ist, so wird er 
darüber hinaus negativ. Mithin 

««(180°+ a) = - ?| , cos (180» + = 

Sey nun CD = CE, DF und EG senkrecht auf AB, so ist auch 
CG = CF, EG = DF, also 

EG DF 

Zio^n \ CG CF 

so dass man hat: 

«n(180°-ha)= -sinn, <?tf*(180 0 + a) = — cos&; fy(l80° + a) 
#m(180°-f- a) -«na , _ x 

= ^1^+7) = -coT* = + *»• COt ^ m ' + *>= + «>^ 

Setzt man abermals a = 90° — b und istb<90°, so erhält 
man (§.7), da jetzt 180° + a = 270°-b: " 
sin (270°— b) = - sin (90° - b) = - cosb; cos (270° - b) = 

- cos (90° - b) = - sinb; tg (270° - b) = + cotgb , 

<?oty(270 0 -b)=-f-tyb. 

Setzt man hier b = 0, so ist: 

««270° = - cos0°= - 1 , co*270° = — sinO 0 = 0, 
fy270°=ao, coty270° = 0.* 

III. Sey endlich ACD= JCE=a, so 
ist ACE = 270° -f-a ein Winkel im vier- 
ten Quadranten, und aus denselben Grün- 
den, wie wir sie nun genügend aus ein- 
ander gesetzt, wird man haben: 

*m(270°+a) = -*|, 



«w(270»+») = +^. 




* Auch diese Formeln ergeben sich ganz unmittelbar aus der Figur, da 
sin 270° und sin 90° offenbar gleich, aber entgegengesetzten Zeichens sind, u. s. v. 
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2 2 Trigonometrische Funktionen der Winkel über 360°. 

Sey wieder CD = CE, so ist auch : DF = CG, EG = CF, also : 

CF 

«n(270°+ a) — — ~- = — cosa, 

DF 

cos (270° H-a) = = 

so dass man hat: 

*m(270° + a)= — cos*, cos (2*10° -h a) = +«na; 
ty(270° -I- a) = — cotgz, cotg (270° + a) = — tya. 

Setzt man auch hier a = 90° — b, b<90°, so ist: 
sin (360° - b) = - sinb , coa(360° — b) = 4- cos b , 
ty(360° - b) = - tyb, cotg(360° - b) = - c%b. 

Für b = 0 zieht man daraas : 
*tn360° = 0, co*360 0 =-M, ty360 0 = 0, cotg36Q° = - oo. * 

IV. Würde man die Winkel über 360° hinaas wachsen lassen, 
so ist klar, dass für den Winkel 360° + A und für den Winkel A 
dieselben trigonometrischen Funktionen zum Vorschein kommen 
werden, was auch A sey, indem die eine Seite des Winkels A eine 
vollständige Umdrehung um die Spitze des Winkels machen, sich 
also wieder in ihre vorige Lage bewegen muss, bis der Winkel A 
zu 360° + A geworden ist Dessgleichen , wenn ein Winkel 
= 2.360°-f-A, 3.360° + A, allgemein =n.360° + A ist. 
Demnach 



* Die Grössen tg nnd cotg können, wie hieraus sich ergibt, selbst unendlich 
grosse Werthe annehmen. In Bezug auf das Vorzeichen ist jedoch noch das Fol- 
gende zu bemerken. Wir haben oben gefunden, dass z. B. #270°= -h GO; dabei 
aber setzten wir voraus, dass man zum Winkel 270° dadurch gelange, dass man 
einen kleinern Winkel wachsen lasse. Würde man zu 270° in umgekehrter Weise 
gelangen, so würde aus ty(270°+a) = — cotga. für a = 0 folgen #270°= — 
eotgO 0 = — o©. Man wird hieraus leicht die Richtigkeit folgender Satze erkennen : 

90° = + GO , cotgl8Q° = + QO, tp270° = ±QO, co#360 0 = + QO, 
worin das obere Zeichen gilt, wenn man zu dem betreffenden Winkel gelangt, in- 
dem man einen Winkel aus dem vorhergehenden Quadranten wachsen lasst; das - 
untere dagegen , wenn man einen Winkel aus dem nachfolgenden Quadranten ab- 
nehmen lässt. Wenn man will, kann man damit die folgenden Gleichungen ver- 
binden : 

cos 90° = ±0, cotg 90° = ±0, «nl80°= +0, #180° = +0, cm 270°= +0, 

«0^270° = ±0, *w»360° = +0, *y360° = +0. 
welche unter denselben Bedingungen gelten. 
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sin (n . 360 0 4- A) = sin A , cos (n . 360 0 4- A) = co* A , 
ig (n.360°4-A) = tyA, cotg (n JJ60 0 4- A) = cotgA. 

Man kann diess offenbar auch so ausdrücken, dass man sagt: 
Wenn man die trigonometrischen Funktionen eines Win- 
kels suchen will, so kann man von diesem Winkel, in so 
ferne er grösser seyn sollte als 360°, so viele Male 360° 
weglassen, als diess überhaupt möglich ist. 

I 

üebersicht 

V. Wir stellen die erhaltenen Ergebnisse, zu grösserer Bequem- 
lichkeit, schliesslich noch übersichtlich zusammen. Was zuerst die 
Vorzeichen anbelangt, so ist im 

ersten Quadranten : sin = 4- , cos = 4- , tg = 4 , cotg = 4- , 

zweiten „ ; =4, = —,=—, 

dritten „ : = — , — — , =4, = 4 , 

vierten „ : — — , = 4- , = — , 

Ferner, wenn a<90°: 

«n(90° — a)=+<?o*a, cos(90° — a)= 4 «na, 
tg(90° — a)= + cotg*, cotg(90° — a) = + tg*, 
«n(90° 4a) = 4 cos* , cos(90° 4- a) = — «na, 
ty(90°4-a) = — cotg*, cotg (90° + *) = — tg*, 
«n(180° — a) = 4 «na, cos(\80° — a) = — cos*, 
tg(\80° — a)= — tg*, cotg (ISO 0 — a) = — cotg* , 
«n(180° 4- a) = - «na, cos(\80° 4- a) = — cos*, 
ty(180° + a)= +tya, cotg(\80°+*) = +cotg*, 
«n(270° — a)= — cos*, cos(270° — a) = — «na, 
ty(270° — a) = 4 cotg*, cotg(270° — a) = 4- tg*, 
«n(270° 4 a) = — cos*, co*(270°+a) = 4 «na, 
fy(270°4-a) = — cotg*, cotg(270° + *) = — tg*, 
«n(360° — a) = - «na, cos (360° - a) = 4 cos*, 
tg (360 0 - a) = - tg * , cotg (360 0 — a) = - cotg a. 

Ist A irgend ein beliebiger Winkel, so ist ferner: 

sin (n . 360 0 4- A) = sin A , cos (n . 360 0 4- A) = cos A , 
ty(n.360°4A) = #A> coty(n.360° -4- A) = cotgA. (14) 
Ferner 
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24 Verhalten bei Aenderuog des Winkels um 180°. 

*m0° = 0, co*0°=l, tyO° = 0, cot</0°=<x>; 

Mn90°= + 1, cos9ö* = 0 i ty90° = oc, c0ty9O° = o'; 

*ml80° = 0, <?oal80°=-l, ^180° = 0, cö^180°=-oo; 

sm270°=-l, co*270° = 0, fy270° = -<*>, cotg270° = 0; 

*e«36ö° = 0, <?o*360°= + l, ty360° = 0, co^360°=-aO; 

*mn.360° = 0, c0*n.36O o =-M, tyn.360° = 0, 

co^n.360°=-QO. 

Die in den Formeln (13) enthaltenen Sätze lassen sich leicht im Gedächtnisse 
behalten, wenn man beachtet, dass man jeden Winkel, der in einem der vier Qua- 
dranten liegt, in doppelter Weise bezeichnen kann , indem man von der untern 
oder obern Gränze des Quadranten ausgeht. Ist nun bei dieser Bezeichnung 90° 
oder 270° mit in Rechnung, so geht der sin in cos, cos in sin, tg in cotg , cotg in 
tg über; ist dagegen 180° oder 360° mit in Rechnung, so geht «in in sin, cos in 
cos, tg in tg, cotg in cotg über. Natürlich muss man dabei zugleich auf das ge- 
hörige Vorzeichen achten. 

Wir bemerken hiebei noch, dass man die vorstehenden Betrachtungen dadurch 
zu erleichtem gesucht hat, dass man die Vorstellungen der ebenen analytischen 
Geometrie zu Hilfe nimmt. Damit ist aber für die Sache selbst Nichts gewonnen, 
da die dortigen Erklärungen in Bezug auf die Vorzeichen ganz eben so, wie wir sie 
hier geben , gefasst werden müssen. (Man vergleiche damit meine „ebene Poly- 
gonometrie* §§. 1-3). 

§• 11. 

Verhalten bei Aenderung des Winkels um 180°. 

Sey wieder A ein beliebiger Winkel, so ist A-f- 180° ein um 
zwei volle Quadranten grösserer Winkel. Liegt also z. B. A im 
ersten oder zweiten, so liegt A4- 180° im dritten oder vierten 
Quadranten. In allen Fällen sieht man leicht, dass wenn (in einer 
der Figuren des §. 10, z. 13. der zweiten) AC die eine Seite der zwei 
Winkel A und 180° -hA ist, die andern Seiten in die Verlänge- 
rungen von einander fallen. Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, 
dass 

«n(180°-f-A) = -smA, cos(180° + A)= - cosA, 
ty(180° + A) = fyA, cotg (180° + A) = cotg A* (15) 



* Ist also z. B. A. im dritten Quadranten (— 180° -ha, wenn a spitz), so. 
liegt 180° -HA im fünften (= 360°H- a) , und es ist sin A negativ, sin (180° -h A) 
positiv, immer aber sin (180° -h A) = - sinA, weü sin (360° -ha) =«'na = 
_„n(180°-ha). 
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ist, was auch immer A sey, selbst wenn 180° + A über 360° hin- 
ausreicht: Setzt man hier 180° + A an die Stelle von A, was man 
darf, da diese Formeln ganz unbedingt gelten, so ist: 

«n(2. 180° + A) = - *m(180° 4 A) = 4 sinA, 

cos (2 . 180° 4 A) = - cos(\S0° + A) = cosA, 

tg(2 . 180° 4 A) = tg (180° 4- A) = tg A, 

cotg(2. 180° + A) = cotg{\80° + Ä) = cotgA [vgl. (14)]. 
Wie man hier weiter gehen kann ist klar. Allgemein ergibt 
sich so: 

sin (n . 1 80 0 4- A) = ± sin A , cos (n . 1 80 0 4- A) = ± cos A , 
ty(n.l80° + A) = tyA, coty(n.l80°4A)==cotyA, (150 
in welchen Formeln die obern Zeichen gelten , wenn n eine gerade, 
die untern, wenn n eine ungerade Zahl ist (n ist immer ganz und 
positiv). Also auch: 

*mn.l80° = 0, cosn . 180° =- ± 1 , 
tyn.l80° = 0, c0tyn.l8O° = ac. 

§. 12. 

Allgemeiner Beweis für sin (a 4 b) u. s. w. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die Formeln des §. 9 gelten, 
a und b mögen was immer für Winkel seyn. Zu dem Ende unter- 
scheiden wir die folgenden Fälle. 

l)Seya>^ 0 , bJJJo, und a + b natürlich < 180°, 

aber > 90°. Setzen wir nun a = 90° - a', b = 90° - b', so sind 
a' und b' unter 90°, und es ist a 4- b = 180° - (a' 4- b'), also da 
a4-b>90°, jedenfalls a'4-b'<90°. Für die Summe a' + b' 
kann man also die zwei Formeln (9) und (10) anwenden. Aber es 
ist sin a = sin (90 0 — a') = cos a', cos a = cos (90 0 — a') 

= sin a' , sinb = sin (90° - b') = cosh', cosb = cos (90° — b') 
= *mb', also hat man [unter Beobachtung der Formeln (13)]: 
sin (a + b) = sin [ 1 80 0 - (a' + b')] = sin (a' 4- b') = sin a' cos b' 

4- cos a' sin b' = cos a«nb4 sin a cos b , 
cos (* 4- b) = cos [180° - (a' 4- b')] = - cos (a' + b') = 

— cos a' cos b' 4 sin a' sin b' = — sin a sin b 4- cos a cos b , 
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wodurch offenbar die Richtigkeit der Formeln (9) und (10) be- 
wiesen ist.* 

9W>°° k> 90 ° ^k>90° ** 
L) a <90 0 ' D <180 0 ' a + D <180 0, 

b = 90°4-b', b'<90°, a4-b = 90°4-a4-b', a4-b'<90°. 
sinb = sin (90 0 4- b') = cosb 4 , cosb = cos (90 0 4- b') = — sinb 4 ; 
also sin b 4 = — cosb , co« b' = sin b. 

*m (a 4- b) = «n [90 0 4- a 4- b'] = cos (a 4- b') = cos a co* b' — 
sin a. sinb' = cos & sinb— «na. (—cosb) = cö«a«nb-h«wa<ro*b. 
000 (a -(- b) — <7O*(90° 4- a 4- b') = — sin(a, 4- b'} = — sin&cosb 4 

— cos a sinb 4 — «nawnb — 000 a( — 000 b) = — «in a sin b 
4- 000 a 000 b. 

a <90 <»» D < 180 0 ' a_ht) <270 0 ' 

a = 90°-a', b = 180°-b', a'<90°, b'<90°; 

a4-b = 270°-(a'4-b'), a'4-b'<90°. 
sin a = cos a', 000 a = sin a', «n b = sin b 4 , cosb = — 000 b' ; 
«»a' = 000a, cos*' = *tna, sinb 4 — sinb, cosb 4 == — 000 b. 

«m (a 4- b) = *m [270° - (a' -+- b')] = - cos (a' 4- b') = 

— cos a' cos b 4 4- 0tn a' 0m b' = — sin a . (— 000 b) 4- 000 a sin b 

— im a cos b 4- 000 a sin b. 

cw (a 4- b) = cos [270° - (a' 4- b')] = - sin (a' 4- b') = 
— «wa'coab' — 000a' 0m b' = — cos&.(— cosb) — sinzsinb — 
000 a 000 b — *tn a sin b. 



* Die Formeln (9) und (10) des §. 9 sind nur unter der Voraussetzung be- 
wiesen, dass die Summe a 4- b 90° ; für unsern Fall ist diess nicht mit der Summe 
a4-b, wohl aber mit a'-r-b' der Fall, so dass für letztere die genannten Formeln 
gelten. Da wir aber schliesslich Resultate erhalten, die identisch sind mit den in 
§. 9 erhaltenen, so erhellt daraus die Richtigkeit jener Formeln, auoh wenn a4-b 
>90°. 

*• Liegt a zwischen 0° und 90°, b zwischen 90° und 180°, so kann a 4- b 
zwischen 90° und 180°, oder zwischen 180° und 270° liegen; wir trennen diese 
Fälle hier sowohl als im Folgenden. Die übrigen Angaben bedürfen wohl einer 
weitern Erläuterung nicht, da sie sich ganz von selbst ergeben, wenn man die 
Formeln (13) beachtet. Da man jeweils für sin (a 4- b) und cos (a 4- b) genau die 
Formeln (9) und (10) erhalt, so sind diese eben damit bewiesen. 
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- 

A . >90° K >90° fl , K >180° 
a < 180 0 ' b <180 0, a + D <270 0, 

a = 90° + a', b = 90°-f-b', a'<90°, b'<90°; 

a-f-b=180° + (a' + b'), *' + b'<90°. 
sin & = cos a', cos a = — «n a', sin b = cos b', cosb — — *?n b' ; 
«n a' = — cos a , cos a' = ^na, «n b' = — cos b , cos b' = sinb. 

ein (a -4- b) = sin [180° -f- (a' + b')] = - «" (*' + *>') = 

— «na'cosb'— cos*' sinb' = - (— cos*)sinb — «na(— co*b)= 
cos a «n b + sin a cos b. 

cos (a + b) = cos [180° + (a' -t- b')] = — cos (a' -f- b') = 

— cosa' cos b'-h sinz'sinb'= — «na.«nb -h (-cosa) (-cosb) 
= — sin & sinb -f- cos & cosb. 

5) a < 180 0 ' b < 180 0, a " Hb <360°* 

a ^180° — a', b = 180°-b', a'<90°, b'<90°; 
a-hb = 360°-*(a'-+-b'): a' + b'<90°. 
«na = s/na', cosa = — cosa', sinb =sinb', cosb = — cosb'; 
sin*' = sin a., cos*' = — cos*, sinb' ~ sinb, cosb' =— cosb. 
sin (a + b) = sin [360° - (a' + b')] = - «» (a' + b') = 
-Sinz' cosb' -cos&' sinb' = - stna(-cosb)- (-cosa)«nb= 
«Vi a co* b 4- cos a smb. 
co* (a + b) = co* [360° - (a' + b')] = cos (a'4-b') = cosa' cosb' 

— sin a ' sin b'= (— cos a) (— cos b) — «n a sin b = cos a cos b 

— sin a sinb. 

Für alle Winkel unter 180° haben wir also die frag- 
lichen zwei Formeln bewiesen, so dass wir noch zu zeigen 
haben, dass sie auch gelten, wenn einer oder der andere 
der zwei Winkel > 180° ist 

6) Sey a zwischen 0° und 180°, b zwischen 180° und 360°, 
so setze man b=180°-hb', wo also b'< 180°, und hata+b=180° 
-f-aH-b', wo a und b' beide kleiner als 180 ü sind. Nun ist (§.H): 
sinb = —sinb' f cosb =— cosb' ; sinb'— —sinb, cosb'=—cosb. 

Alsdann nach dem Vorigen: 
sin (a + b) = sin [180° + a -h b'] = — sin (a + b') = - «na cosb' 

— cosa«nb' = — «na(- cosb) — cosa (— sinb) = «na cosb 
-Hcosaswb. 
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Allgemeiner Beweis für «*n(a -h b) u. s. w. 



cos(a 4- b) = cos[180°4 a-l-b'] = — cos(a4- b') = — co*a<Y>*b' 
4 sm a sin b' = — cos a ( — cos b) 4- sin a ( — sin b) = cos a cos b 

— «na«mb. 

7) Seyen weiter a und b Winkel zwischen 180° und 360°, so 
setze man a = 180° 4 a', b = 180° + b', 

also a' < 180°, b' < 180°, a 4 b = 360° 4- (a' 4- b'), 
so ist nach §.10: 

sin a = sin ( 1 80 0 4- a') = — ein a', cos a = cos ( 1 80 0 4 a') 
= — cosa', sinb= — sin b\ cosb = — cosb' ; 

sin a' — — a , cos a' = — cos a , sin b' = — «7» b , 
cosb' = — cosb. 

Ferner : 

ein (a -f- b) = sm [360° + a' + b'] = ein (a' 4 b') = sin a' cos b' 
• -I- cos a' sin b', 

indem diese Formel gilt, wenn a'< 180°, b'< 180°. Setzt man 
hier die gleichgeltenden Werthe , so erhält man : 
sm(a4-b) = ( — sma) (— cosb) 4- (— cosa) (— smb) = sin a cosb 
4- cosa,sinb. 

Eben so: 

cos (a 4- b) = cos [360° + a' + b'] = cos (a' 4 b') = cos a' cos b' 

— stna' sinb' = ( — cosa) ( — cos b) — ( — sin a) (— sinb) 
= cos a cos b — sin a sin b. 

Die Formeln für sin (a4-b), cos(a4b) sind nunmehr 
für alle Winkel, die kleiner als 360° sind, erwiesen. 

8) Seyen endlich a und b ganz beliebige Winkel, so kann man 
immer setzen 

a = n.360° + a', b = m.360°4b / , 

wo n, m ganze positive Zahlen (selbst Null), a', b' unter 360° sind. 
Alsdann ist a + b = (n + m) 360° + a' 4- b' und (§. 10): 
sin a = sin a', cos a = cos a', sin b = sin b', cos b = cos b'. 

Ferner, da a', b' unter 360° sind: 
sin (a + b) = sin [(n 4- m) 360 0 4- a' 4- b'] = sin (a' 4- b') = 

sin a' cos b' 4- cos a'stn b' = st na cos b 4- cos a sin b , 
cos (a 4- b) = cos [(n 4- m) 360 0 4- a' 4- bl = cos (a' 4- b') = 

cos a' cos b' — sin a' sin V = cos a cos b — sin a sin b. 
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Berichtigung und Verallgemeinerung der Formeln des §.5. 29 

Damit sind die Formeln (9) und (10) in §. 9 für alle 
möglichen Winkel bewiesen. * 

Die Formeln (11) und (12) des §.9 folgen aber unmittelbar 
aus (9) und (10); also gelten alle vier Grundformeln des §.9 für 
beliebige Winkel, natürlich unter der Voraussetzung, dass man nach 
§.10 die gehörigen Vorzeichen für die vorkommenden trigono- 
metrischen Funktionen setze, wodurch wir eine Bestätigung 
der richtigen und nothwendigen Wahl der Vorzeichen er- 
halten haben. 

§• 13. 

Berichtigung und Verallgemeinerung der Formeln des §. 5. 

Ans den Formeln (13) und (14) des §. 10 geht unmittelbar 
hervor, dass, was auch immer der Winkel A sey, man habe: 
sin 2 A -f- cos 2 A = 1 , tgA cotgA = 1. ** 

Dagegen werden die Formeln des §..5 nicht geradezu gelten. 
Bei den dortigen Quadratwurzeln haben wir jeweils nur das positive 
Zeichen beibehalten, weil wir dort natürlich die trigonometrischen 
Funktionen geradezu als positiv ansehen mussten. Auf unserem 
jetzigen Standpunkte werden jene Formeln heissen : 

t,,A _ ^ 1 



«VlA — ± V 1 — <'08 2 A — ± — — •— — != + 



eoaA = ± V*l - sin 2 A ± — . = ± 



Vi +iff 2 Ä" Vi-hcott/'A 1 
1 cotg A 



Yl+tff 2 Ä VI +cotg 2 A 

sinA \\—eo8 2 A 1 

tgA — ± -y-.-.-z^-— — ± — — -- •— , 

V 1 - sin 2 A cos A cot O A 

, . V\ — sin 2 A eosA 1 

cotqA — ± -- — : — ± — r -. — = — , 

svnA Y\—cos 2 A tgA 

worin nun die Zeichen so zu wählen sind, wie es A erfordert. 
So hat man denn : 



* Ein anf andern Grundsätzen beruhender Beweis dieser Sätze findet sich in 
meiner n ebenen Polygonometrie - (Stuttgart, Metzler) §. 5, S. 11 ff. 

Z.B. sin 1 (270° H- a) 4- cos 1 (270° -+- a) = cos* a -+- sin 1 a = 1 , 

tg (270° -+- a) cotg (270° + a) = ( - cotg a) ( - tg a) = eotg &tg&=l. 
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sinA 
sinA 

stnA 
sinA 
sinA 
sinA 

C08A 

cosA 
cosA 

C08A 
C08A 

cosA 
tgA 
tgA 

tgA 
tgA 
cotgA 



= + 



— 4- 



= 4- 



Die Formeln des §. 5 für Winkel bis 360°. 

wenn A im ersten od. zweit. Quadr. liegt; 
„ n „ dritten „ vierten „ „ 

„ „ „ ersten „ vierten „ „ 





[— C08 2 A 


Vi 


\—C08 2 A 




taA 


Vi 

V 1 


1 -+- ta 2 A 

1 Vtf XX 


Vi 

V J 


taA 


L -4- ta 1 A 

L 1 XX 




1 


Vi 


[+cotg*A 




1 


Vi 


[+cotg 2 k 


Vi 


i — mn'A, 


Vi 


L Oer« 




1 


Vi 

V 1 


1 -f- ta 2 A 




1 


Vi 


l+ty l A 




cotgA 




[+cotg 2 A 


cotgA 


Vi 


[+cotg*A 




sinA 


Vi 


l — sin 2 A 




sinA 


Vi 


i—sin 2 A 


V" 


i—C08 2 A 


cosA 


V 


i—C08 2 A 




cosA 


Vi 


[ — 8tn 2 A 


sinA 



„ zweit. „ dritten 



„ „ „ ersten „ zweiten „ „ 

„ „ „ dritten „ vierten „ „ 

„ „ „ ersten „ vierten » „ 

„ „ „ zweit. „ dritten „ „ 

„ „ „ ersten „ vierten „ 



„ „ ersten „ vierten „ 
„ „ zweit. „ dritten „ 



„ „ „ zweit. „ dritten „ 

„ „ „ ersten „ zweiten „ „ ; 

♦ 

n n n dritten „ vierten „ „ ; 



„ „ „ ersten „ zweiten „ „ ; 
„ „ „ dritten „ vierten „ „ ; 
n „ „ ersten „ vierten „ „ ; 
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cotgA = — wenn ^ * m zwe ^« dritten Quadr. liegt; 

cotyA = -h ^, C08A ' , A ti n ersten » zweiten „ „ ; 



cotffA= , =, „ „ „dritten „ vierten „ 



n > 



§. 14. 

Formeln für «n, eo«, ty, cotyTona — b. Verallgemeinerung der Formeln (13). 
I. Da man allgemein hat: 

sin (A -t- B) = sin A co*B 4- cos A *m B , 
co* (A -h B) = ooä A cos B — «en A sin B , 

so setze man hier A = b,B = a — b, wobei a nnd b willkürlich, je- 
doch zunächst a > b. Alsdann erhält man A 4- B = a, also: 

sin* = sinhcosi* — b) H- cosbsin(a, — b), 
cos a = co«b co« (a — b) — *tn b sin (a — b). 

Man multiplizire die erste dieser Gleichungen mit cos b, die 
zweite mit sink nnd subtrahire dann die zweite von der ersten, so 
erhält man: 

*2*na<?o*b — cosüsinb = (<?o* 2 b 4- ein 9 b) sin — b), 
also weil immer cos 2 b 4- sin 7 b = 1 : 

0 

sin a cos b — cos a sin b = sin (a — b). 

Dessgleichen multiplizire man die erste mit sinb 9 die zweite 
mit co*b nnd addire beide: 

sin&sinb 4- co*aco*b = («in'b 4- cos 2 b)cos(& — b) = cosiß. — b). 
Man bat also 

*2n(a — b) = sinsicosb — cos&sinb, ) 
cos (a — b) = cos a cos b 4- sin a sin b. i 

Hieraus folgt nun 

. _ „ sin (a — b) sin& cos b — cos a sin b 
tg (a - b) = ^ (a _ b) = eM4<wb + OT . naM . nb , 

oder wenn man Zähler und Nenner durch cosacosb dividirt: 

fr(a-b)= fr'-'f, . (17) 
* 1 4- a b 
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32 Allgemeine Giltigkeit der Formeln (13). 

n 

Eben so: 

. v cos (a — b) cos a cos b -f- sin a sin b 

cotg (a - b) = -r— — — = — — , 

sin (a -— b) sin a cos b — cos a «n b 

und indem man Zähler und Nenner durch sinzsinb dividirt: 

, r L % cotgacotgb + l 
<?oty(a — b) = - f— — ^— — . (17') 
J cotgb — cotga. 

Die vier Formeln (16), (17) und (170 gelten für alle mög- 
lichen (positiven) a und b, freilich noch unter der Bedingung, dass 
a>b. (Vergl. §.15, II.) 

II. Man wird sich nun leicht überzeugen, dass die Formeln (13) 
für jedes mögliche a ebenfalls gelten. Hat man z.B. cos(\80°— a), 
so setze man in (16) 180° für a, a für b, und hat: 

cos(\80° — a) ~ cos 180° . cosa, -+- sin 180°. sma = (— l)cosa -f- 
0 . sin a — — cos a. 

Um *m(270 ü -h a) zu erhalten, setze man in (9) des §. 9: 
a — 270°, a für b und hat: 

sin (270 0 + a) = sin 270 0 . cos a 4- cos 270 0 . sin a = X - 1 ) cos a 4- 
0 . sin a= — cos a u. s. w. 

Benützt man die Ergebnisse des §. 8 und 9, so kann man mittelst der Formeln 
(16) leicht noch die trigonometrischen Funktionen einer Anzahl weiterer Winkel 
ableiten, was wir jedoch dem Leser überlassen wollen, indem wir blos die Ablei- 
tung andeuten. Man findet nämlich die trigonometrischen Funktionen des Winkels: 

3°, wenn a = 15°, b = 12°, wodurch dann auch die von 87°, 

6°, „ a=18«. b=12» „ „ „ „ „ 84», 

9°, „ a = 27", b=18» „ „ „ „ „ 81°, 

21°, „ a = 36 B , b^!5°, . „ , 69«, 

24«, „ a = 36°, b = 12«, „ „ „ „ „ 66°, 

33°, „ a = 45<\ b = 12<\ „ n m „ „ 67°, 

39°, „ a=54°, b = 15°, „ „ „ „ „ 51°, ' 

so dass man, in Verbindung mit dem in der Anmerkung zu §. 9 Gesagten , die tri- 
gonometrischen Funktionen aller Winkel von 3° zu 3° kennt. 

Wir haben in dem Seitherigen nur sin , cos , tg , cotg der Summe oder Diffe- 
renz zweier Winkel betrachtet. Wollte man dieselben für drei, vier, . . . Winkel 
haben, so unterläge diess keiner Schwierigkeit; so wäre z. B. 

sin (a-hb-hc) = sin a cos (b-f-c) 4- cos a sin (b-l-c) = sin a [cos bcosc — sinbsin c] 
4- cos a [sink cos c + cosb sin c] = sin a cos bcosc — sin a sinb sin c 4- 
cos a sin b cos c 4- cos a cos b sin c , u. s. w. 
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Negative Winkel. Verallgemeinerungen. 33 



§. 15. 

Negative Winkel. Verallgemeinerungen. 

I. Es bleibt uns, zur theoretischen Vervollständigung unserer 
hier geführten Untersuchungen , noch der Fall negativer Winkel 
zu betrachten übrig. Solche kommen in der Rechnung vor und, 
gegenüber den Verallgemeinerungen der Algebra , müssen wir sie 
hier ebenfalls einführen. Wollte man sie zeichnen, so mtisste man 
etwa in §.10 von AC aus in entgegengesetzter Richtung sich be- 
wegen, als dort geschehen. Das Verhalten solcher negativer 
Winkel, wie — A, lässt sich jedoch immer am besten daraus 
finden, dass ein Zuzählen oder Abzählen von beliebig viel 
mal 360° zu einem Winkel an den Werthen der trigono- 
metrischen Funktionen Nichts ändert. Dieser Satz, der m 
§.10 nur für positive Winkel ausgesprochen worden und auch dort 
nur für das Zuzählen, ist leicht einzusehen. Ein* Zuzählen von 
360° bringt die Seiten eines Winkels in dieselbe Lage, wie sie vor 
dem Zuzählen war, gleich viel welches diese Lage gewesen ; wieder- 
holtes Zuzählen bringt immer wieder dasselbe hervor. Dasselbe 
gilt von dem Abzählen. 

Man hat also, wenn n eine positive ganze Zahl so, dass 
n.360°>A: 

8in{ — A) = $m(n . 360° — A) = — «mA, 
co8{— A) ~ co8(n . 360° — A) = -\-cosA, 
ty(-A)= #(n.360°-A) = - tgA, 
cotg (- A) - *>ty(n.360° - A) = - cotgA, 
wie sich aus §.14 und §.10 sofort ergibt. 

Et. Hieraus folgt nun zunächst, dass die Formeln in §. 14, 1 
auch gelten, wenn b > a. 

Denn es ist dann a — b = — (b — a), wo b — a>0 (und a, b 
beide positiv). Also ist 

sin (a — b) = 8tn[— (b — a)] — — sin (b — a) 

= — [sinb cos* — cosb sina,] — sin* cosb — cos a sinb ; 
cos (a — b) = cos [— (b — a)] — cos (b — a) 

= cosb C08& 4- sinb #ma = cos& cosb ■+■ sin & sinb, 
woraus dann unmittelbar die Formeln für tg (a — b), cotg (a — b) 
folgen. 

Dienger, Trigonometrie. 3 
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Negative Winkel. Verallgemeinerungen. 



III. Es lässt sich nunmehr leicht zeigen, dass alle seit he- 
rigenFormeln auch gelten, wenn dieWinkel negativ sind. 

Will man den Beweis fuhren , so genügt es , die Formeln für 
ein und cos von a + b zu betrachten. Die beiden Formeln für 
ein (a — b) und coe (a — b) folgen aus den erstem, wenn man — b 
für 4- b setzt. Denn dann heissen dieselben 

«n(a — b) = sinncos{— b) 4- coea,ein(— b) 

= ein a coe b — coe a ein b , 
coe (a — b) = co*a cos( — b) — ein* ein( — b) 
= coe a coe b 4- ein a ein b , 
und sind, nach dem was wir jetzt gesehen haben, für positive Winkel 
allgemein richtig. In den Formeln für ein (a 4- b) und coe (a 4- b) 
kann einer, oder beide Winkel negativ sein. 

Sey b negativ, gleich — b' so ist 
ein (a + b) = ein (a — b') = ein a coe b' — coe a einh' 
= ein a co* ( — b') 4- coe a ein ( — b') 
= ein a coe b 4- coe a sin b ; 
coe (a 4- b) = coe (a — b') = cos a coe b' 4- eintk einh' 
= cos 3, cos (— b') — eins, sin (— b') 
= cos a co«b — am a einb. 
Sind a und b negativ, so sey a = — a', b = — b' und man hat: 
ein (a 4- b) = ein[- (a' 4- b')] = - sin (a' 4- b') 
= — [ein a' coe b' 4- coe a' sin b'] 
= ein ( - a') co* ( - b') 4- co* ( - a') ein ( - b') 
= «maco*b 4- awawnb; 
co« (a 4- b) = co* [— (a' 4- b')] = coe (a' 4- b') 
= coe a' cos b' — ein a' ein b' 
= cos(— aO co« (— b') — ein ( — a') sin(— b') 
= co« a cos b — «na sin b. 

§'. 16. 

Formeln für «n 2 a , co«2a, «na + «'nbu. s. w. 

I. Aus den bis jetzt abgeleiteten Formeln ergeben sich in leichter 
Weise eine Menge anderer, wovon wir einige ableiten, die übrigen 
dem Leser zur eigenen Uebung vorlegen wollen. Die hier nun er- 
haltenen Formeln gelten natürlich für ganz beliebige (positive oder 
negative) Winkel. 
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Formeln für *m2a, eot2&, «*n|A t eot\A. 35 

Aus der Formel (9) in §. 9 folgt, wenn man b = a setzt: 

sin 2 a = sin a . cos a + cos a . sin a = 2 «m a cos a. (19) 
Setzt man in der dortigen Formel (10) dessgleichen b = a: 
cos 2 a = cos a . cos a — sin tu. sin a = cos? a — *?n* a. (20) 
Setzt man in (20) cos 2 3. = 1 — sm 2 a, so ist 

co*2a = 1 - sin 2 *- sin 2 &= 1 - 2sm 2 a, (200 
und wenn man sin 2 a = 1 — cos 2 sl setzt: 

co*2a — cos 2 * — (1 — cos 2 &) =cos 2 z — l4-co« 2 a 

= 2«w'a-l. (20") 
Ganz eben so folgt aus (11) und (12): 

2foa . 0 co tg 2 *— 1 n 

2 a = , ^—,cotg2B.~ — 5 — -. U*) 

y 1 _ ^ 2cotya 

Aus (200 und (20'0 folgt nun umgekehrt: 
2sm 2 a=l — cos2&, 2cos 2 & = 1 + cos2a, J 

«na = ±y ^ »^ a=± V 2 ' ) , 

in welchen Gleichungen das Zeichen so zu wählen ist, wie es sin* 
oder cosa verlangen. 

Man kann diese Formeln auch etwas anders ausdrücken. Setzt 

man nämlich a = ^, so ergeben sich die folgenden Formeln: 

2 

sinA=2sin^cos^ t cosA=cos 2 j- sin 2 ^ = 1 -2sin 2 - y 

A 2 A , 

2tg- cotg 2 --\ 

=2cos 2 £-l, tgA= r-, cotgA= T > 

2 l-fc 2 f 2co^| )(24) 

A A 
2*m*^=l-co*A, 2co* 2 -r-=l +cwA, 
2 * 



(22) 



A -i/T^osA A yf \ + cosA 
sin | = ± V —2 2 = ± V 2 ' ' 

' U Die Addition der Formeln (9) und der ersten (16), (10) und 
der zweiten (16), so wie die Subtraktion derselben gibt ganz un- 
mittelbar: 

3* 
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3 6 Formeln für sin A + iinBu. 8. t 

«Yi(a b) 4- *m(a — b) = 2 «na cosb, 
«n(a + b)- *m(a — b) = 2<?o*a*mb, . 
<?05(aH-b) -t-<?ö*(a — b) = 2co*ac0*b, 
co* (a -f- b) — cos (a — b) = — 2*ma *mb. 

Setzt man in diesen Formeln : 

A+B _ A— B . * , w 

a = — — , b = — - — , alsoa-hb = A, a — b = B, 

so erhält man : 

6tnA + *mB = 2 «ml — - — J c08 [~2 — J 1 

. „ ft /A+B\ . /^A — B\ 
«nA — «nB = 2co*^ — - — Jsiny^ — ~ — y 

C08Ä + cosB = 2 005 C~2~~) ' ) 
cos A — cosB = — 2 *m (~^~~) sin (~~~2~0 ' 

III. Diess sind die wesentlichsten Formeln, die wir später be- 
nützen werden. Wir legen dem Leser zur Uebung eine Reihe weiterer 
ohne Beweis vor. 

1 — cos2a H-eo*2a „ 1— cos 2 a, 

2cotg& 1— tg 2 a, _ cotqa, — tna, 

* 2E = ^5pS=P C ^ 2a = -2^-' ™fr2a= ^ 2 , 

- « 2 . 2tya _ \-tg 2 z 

tg2z= — — , *m2a= * ? , coa2a= t /. , 

cotga, — tgu, l-f-ty a l + ty 2 a 

. _ 2oötoa ft cotq 2 a, — 1 

*w2a= * C0*2a = — ^ — — . 

— (gm ja — cog^a) 2 _ C08 2 \a.— si n 2 ^* 

9B "~ C08 2 \a. — 8in l {a, 1 °° 9 * ~~ 1 — (*m$a — C08~\^) 2 * 
l4-^na = 2«/i 2 (45 2 -f-ia), 1 - *ma= 2<?o* 2 (45° + ja) , 

L±f^ = * ' (45 • + \ a) , «„ a = IZfUH' H . 
l-««a 47 1 -h ^ 2 (45° — Ja)' 
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Formelsammlung. 3 7 

|±H = ^ (a+4 5»)=^(45»-a), Jfcl = cottC» + 45«) 

= ty(45°— a), a = — \- , 1 -+- cotg 2 a = -rV~» 

l-<?o*a . # a 2^(45° -Ja) 

= ^a= 1+ ^ (4 ^, a) > ,»a + c,a 

= V2 . am (45° + a) , co* a — sin a = V2 sin (45° — a). 

M t «m(a + b) , , . *m(a — b) 

tya-f-^rb = — , ig^ — tgb — — , cotg * + cotg h 

* * C08ZC08b J J C082,C0Sb 9 J 

*m(a-f-b) «m(b— a) tga,— tgh sin(&— b) 

. COtOSL — coto b — . — - — — — — 

8ina,8inb * sin&sinb tgn-htgb *m(a-hb) 

cotgu—cotgb sin(b— a) . , . , . 

— r = -— -, «n a - «n b = «n(a + b)«n(a - b), 

cotg cotg b «w(b-f-a) 

cos 2 a, — co8 3 b = — sin (a -f- b) sin (a — b) , cos 7 a — sin 2 b 

. x M°na+*mb toi(a-l-b) cosa + tfoab 

=(?0«(a-f-b)<?o*(a— b), — = 7^77 rr, r = 

9tna— «tnb #J(a — b) co«a — cesb 

— C ffli**£f > cö«(a— b)+«M(aH-b)==2«w(a-f-45 0 )^(b--45 0 ), 

coä (a — b) — sm (a 4- b) = 2 *m (45°— a) (b-f-45 0 ), co* (a4-b) 
H- sm (a — b) = 2 sin (45 0 -f- a) co* (45 0 -+- b) , cos (a-f- b) — sin (a — b) 

= 2t*i(45* - a) cos (45° - b), = t g\ (a + ft, 

co«a — co*b . . _ . , . cos (a, -h h) 

— ■ — . — = tg $ (b — a) , cotg b — tg a = — r— r- , 

am a + sin b 1/2 J J cos a sin b 

. , M co*(a — b) , , 4 . «n(a + b)«n(a-b 

cotgb+tgo.^ — , tg 2 & — tg 2 b = rt— t 

cosz, 8inb cos a cos b 

= c«.(»+b)«»(a-b) CO fra + frb = fr'a-fr'b_ 
co8 J *co8 2 b tgz-hcotgb * \ — tg* & tg 2 b 

= ^(a + b) < ,(a-b), J» , b b ^?l l=»frH-b)»fa-b). 

«wacö«aH-«nbcoab = «m(a + b)coÄ(a— b), «nacöÄa- jmbcosb 

, , . . , 1N *2n(a + b) cö$£(a-l-b) «'«(a + b) 
= cö* (a -+- b) sin (a— b), — 



sin a 4- «n b cos \ (a — b) *m a — * 2*n b 
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38 üebersicht der Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen. 

- 

*ini(a + b) , , . 2 sin a 

= ■-. -.z — , tg J(a 4- b) -f- tg i (a — b) = r , 

«nj (a — b) * * y 1 co« a 4- co* b 

■ , .N 2«nb 

toi(a + b) — toUa — b) = - r. 

y co*a + co«b 

4 sin a sin b «t'n c = — sin (a 4- b 4- c) 4- sin (a 4- b — c) + sin (a — b 4- c) 

4- sin{— a + b + c), 
sina. 4- sinb 4 «ercc = «n(a + b + c) + 4 sin{ (a-f-b) sin\ (a+c)x 

sin{(b 4- c), 

4co*a co«b cos c = co* (a 4 b 4 c) 4- cos (a 4- b— c) 4- co*(a— b+c) 

4- co«( — a + b + c), 
co«a + co«b+co*c = — co«(a+b + c) + 4co«J(a+b)co«$(a+c) X 

co*J(b + c), 

co**a 4 cos 2 b 4- co« 2 c = 1 4 2co* aco*b co*c — 4 sin J (a+b+c) X 
sin J(a 4- b — c) sin\ (a — b 4- c)sin$(— a + b + c), 

sin (a + b + c) 

tga, + tob + tgc = tg&tgb tgc 4 r • 

* * * * co« a co« b co« c 

§. 17. 

üebersicht der Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen. 

Wir haben im Vorstehenden die Verhältnisse der vier trigono- 
metrischen Funktionen ganz vollständig untersucht und gesehen, 
dass die Grundeigenschaften derselben die folgenden sind: 

1) Die Grösse sinA ist eine periodische Grösse, deren 
Periode 360° ist, d.h. sobald A um 360° zugenommen hat, erlangt 
sin A seinen vorigen Werth wieder; nimmt A nur um 180° zu, so 
erlangt allerdings sinA auch denselben Werth, er ist aber von ent- 
gegengesetztem Zeichen. IstA negativ, so hat sinA den entgegen- 
gesetzten Werth von dem, den es für denselben positiven Winkel A 
hatte. Es sind diese Beziehungen in den Gleichungen: 

*m(A + 360 0 ) = smA, *m(A+ 180°) = -sinA t 
«n( — A) = — sinA 

ausgesprochen. 

Die Werthe von sin A schwanken zwischen — 1 und + 1, ohne 
diese Gränzen je überschreiten zu können. 

Von 0° bis 90° für A geht der Werth des sin A von 0 zu + 1 ; 



Digitized by Google 



Uebersicht der Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen. 39 



läuft A von 90° bis 180°, so kehrt sinA von H- 1 zu 0 zurück; ftir 
180° bis 270° gebt dann 5mA von 0 bis — 1, und wenn A von 
270° bis 360° fortgeschritten, so ist sinA von — 1 bis 0 gewachsen. 
Von da an wiederholt sich derselbe Verlauf. In negativer Richtung, 
also von 0° bis - 90°, — 180°, - 270°, - 360° geht «in A von 0 
zu — 1, 0, 4- 1, 0. 

Es ist allgemein, wenn n eine positive, ganze Zahl: 
S2n(n.90°-f- A) = sinA, wenn n von der Form 4m, 

= cosA, „ n „ „ „ 4 m + 1,* 
= sinA, „ n „ „ „ 4m 4- 2, 
= — cosA 3 „ n „ „ „ 4m 4-3. 

Dabei ist 

sin ( - n .90° -I- A) = — sin (n . 90° — A) , 
wo »m(n.90° — A) aus den vorigen Werthen gefunden wird, wenn 
man — A für A setzt. Also ist in den vier Fällen : 

sin(— n.90°4- A) = 0tViA, — cosA, -smA, cosA. 

2) Die Grösse cos A ist eben so periodisch und die Periode 360 °; 
für 180° Zunahme verhält sie sich wie sinA; für ein negatives A 
aber erlangt sie denselben Werth wie für ein positives. Also 

cos (A -4-360°) — cosA , cos (A 4- 180°) = — cosA t 

cos(— A) — cosA. 

Die Werthe von cosA schwanken ebenfalls nur zwischen — 1 
und 4- 1 . 

Läuft A von 0° durch 90°, 180°, 270°, 360°, so geht cosA 
von 1 durch 0, —1, 0, H- 1 ; geht A von 0° durch —90°, 
- 180°, — 270°, - 360°, so geht cosA ganz wie vorhin. 

Man hat, wenn n eine ganze, positive Zahl: 

cos (n. 90° -\- A) = cosA, wenn n von der Form 4m, 

--««A, „ n „ „ „ 4m+l, 

— -cosA, „ n „ „ „ 4m -1-2, 

— sinA, „ n „ „ „ 4m 4- 3. 
co*(-n.90°4-A)= co*(n.90 0 — A), 

also hat in den vier Fällen 
cos(— n.90°4- A) die Werthe cosA, sinA, — cosA, — sinA. 



* D. h. wenn n, durch 4 dividirt , 1 ührig lässt. 
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40 Berechnung der trigonometrischen Funktionen. 

3) Die Grössen tgA und cotgA sind periodisch und ihre Periode 
ist 180°. Für negative A erlangen sie die entgegengesetzten Werthe 
wie für positive; man hat also: 

ty(A+180°) = tyA, cotg(A + [80°)=cotgA i 
tg(—A) — — tgA, 'cotgi— A) = — cotgA 

Die Werthe dieser Grössen schwanken zwischen — oound 4- oo. 
Läuft A von 0 durch 90°, 180°, so geht tgA von 0 durch 4- Q©,' 
springt dann (bei 90°) zu — oo, und läuft wieder bis 0 ; cotgA geht 
von -h q© zu 0, — QO, wo diese Grösse dann (bei 180°) von — oo 
zu -f- o© überspringt 

cotg(n.W + A)=cotgA t 5 WCnD n V0D der F0m 2m ' 



wenn n von der Form 2m -f- 1 , 



ty(n.9O° + A)=:-0<tyA, 
cotg(n.9Q° + A)= -tgA, 

*<- n -»°" + A > ^ = * A ' ~ COt9A \ m den beiden Fällen. 
coty(-n.90°-f-A) ist = cotgA, -tgA j 



Zweiter Abschnitt. 

Berechnung der trigonometrischen Funktionen. Tafeln 
derselben und Benützung dieser Tafeln. 

§.18. 

Möglichkeit der Berechnung. Tafeln. 

I. Aus den im ersten Abschnitte aus einander gesetzten Lehren 
folgt, dsss man nur die trigonometrischen Funktionen aller Winkel 
zwischen 0° und 45° zu kennen brauche, um sofort die Werthe der- 
selben für alle andern Winkel zu erhalten. Es folgt diess ganz 
unmittelbar aus der Ansicht der Formeln (8) und (13) in den §§. 7 
und 10. Wir werden uns also zunächst mit dieser Aufgabe zu be- 
schäftigen haben. In §. 8 haben wir allerdings bereits für einige 
besondere Fälle die trigonometrischen Funktionen gefunden; dieselben 
können aber natürlich nicht genügen, da wir, des Gebrauchs wegen, 
die trigonometrischen Funktionen aller zwischen 0 und 45° liegenden 
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Winkel kennen müssen. Um die Berechnung dieser Funktionen, 
oder vielmehr die Möglichkeit derselben, uns klar zumachen, wollen 
wir den nachstehenden Weg einschlagen. Wir bedürfen dazu des 
folgenden , in der Geometrie erwiesenen Satzes : 

Ist C ein Winkel kleiner als 90°, BD ein 
mit dem Halbmesser CB = 1 zwischen seinen 
Seiten beschriebener Bogen, dessen Länge wir 
mitaröC* bezeichnen wollen; sind DA, BE 
senkrecht auf CB, so ist 

ÄD<arcC,BE>arcC. 

Da CD = CB = 1 und 

AT) BE 

^ = «nC,^ = ^C, also AD = «nC, BE = tyC, 

so folgt hieraus anmittelbar: 

8inC<arcC, tgOa/rcC, 
oder, wie man auch schreiben kann: 

8inC<arcQ<tgQ. (26) 

Daraus folgt ferner, weU*C = £jjj: 

arcC arcC arcC 

Lässt man nun C kleiner werden, so wird cosC mehr und mehr 

ttiti C 

gegen 1 gehen. Da nun — ~ immer zwischen 1 und cos C ent- 

halten ist, diese zwei aber mehr und mehr einander gleich werden : 
so wird folglich der genannte Bruch mit abnehmendem C gegen 1 
gehen.*** 

Da weiter vermöge der Beziehung (26) arc C immer zwischen 



* arc sind die Anfangsbuchstaben des Wortes arens , das Bogeil bedeutet. 
Wir wählen absichtlich das fremde Wort, um die Bögen su bezeichnen , die zum 

** Das heisst also: — 7: liegt seinem Werthe nach immer zwischen 1 und eosC. 
areC 

*** Man sieht leicht, dass im Grunde diess darauf zurückkömmt, dass mit ab* 
nehmendem Mittelpunktswinkel eines Kreises die Sehne desselben mehr und mehr 
sich seinem Bogen nähert und zuletzt mit ihm zusammenfällt. 
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Flächen regelmässiger Vielecke in und um den Kreis. 



sinC und tgC liegt, so wird, in so ferne wir berechtigt wären, amC 
und tg C nahezu als gleich anzunehmen, die näherungsweise Gleich- 
heit von sinC undorcC in die Augen fallend seyn. Endlich ist 
klar, dass wenn einmal 0 klein genug ist, dass näherungsweise *mC 
und tgC als gleich angesehen werden dürfen, diese Annahme für 
noch kleinere C noch mehr genähert richtig ist. 

II. Stellt AD die halbe Seite eines in den Kreis vom Halbmesser 
CB = r beschriebenen regelmässigen nEcks dar, so ist BE bekannt- 
lich die halbe Seite des um den Kreis beschriebenen regelmässigen 

180° 

Vielecks von derselben Seitenanzahl und es ist Winkel C = . 

n 

Daraus folgt dann: 

AD . 180° BE 180° Ar4 . 180° 180° 
— — 8in —— t AD=r«n— , BE = xtg ; 



ferner ist 



AC 180° 180° no 

— — cos , AC ^ r cos , CB — r. 

r n n 



Die Fläche des Dreiecks ACD ist aber der 2n* Theil der Fläche 
des Vielecks im Kreis; eben so CBE der 2n u Theil vom Vieleckum 
den Kreis. Erstere ist: 



AC . AD r 2 . 180° 180 



0 



2 ^2™— - Coa -„ 
also die Fläche des Vielecks im Kreis: 

r a . 180° 180° nr* . 360° 

n 

die Fläche des Vielecks um den Kreis ist 



2n.-™— .cw— =— ™ — [§.16 (19)]; 



0 CB.BE 2n.r* 180° 2 180° 



n n 



III. Geht man nun vom regelmässigen Viereck im Kreise aus, 
so kann man bekanntlich leicht die Inhalte der 4, 8, 16, . . .. Ecke 
in und um den Kreis berechnen* und erhält so für das regelmässige 

* Man vergleiche etwa: Legendre Geometrie, Buch IV, Satz XTV. Die 
hieher gehörigen Formeln sind: Seyen F, F' die Flachen des regelmässigen nEcks 
in und um den Kreis; f, f die des regelmässigen 2n Ecks in und um den Kreis 
so ist: 
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8Eck im Kreis: 2*8284271 r 2 , 


um den Kreis: 3*3 137085 r 2 , 


16 „ 


M 




30614674r 2 , 








31825979r 2 , 


32 „ 


r> 




31214451 r 2 , 








315l7249r 2 , 


64 „ 


n 




3'1365485 r 2 , 


» 






31441 184r 2 , 


128 „ 


» 




31403311 r 2 , 


r> 






31422236r 2 , 


256 „ 






31 412772 r 2 , 


r> 


» 


r> 


31417504r 2 , 


512 „ 


» 


» 


31415138r 2 , 


n 




» 


3*1416321 r 2 , 


1024 „ 






3'1415729r 2 , 


r> 






3141602ör 2 , 


2048 „ 


» 




3 1 41 5877 r 2 , 


r> 




» 


3*1415951 r 2 , 


4096 „ 






314159l4r 2 , 


n 


>i 


n 


31415933 r 2 , 


8192 „ 






31415923r 2 , 


n 




n 


3.1415928r 2 , 


16384 „ 






3'1415925r 2 , 


>i 


» 


n 


3.1415927r 2 , 


32768 „ 




1) 


31415926r 2 , 


n . 




» 


3-1 41 5926 r 2 , 


65536 „ 






31415926r 2 . 











Es folgt 
Denn man hat 



I 

übrigens sehr leicht aus den im Texte angeführten Formeln. 



nr : . 360° e , . 180° „, , 180° M _ 90° 

F= --*w , f=nr'«n , F'=nr^o , f = 2nr*ty , 

n n n n 



2 



also 



180° 



„„, n'r* . 360° 180° n*r* 



180° 180° 

co« 

n n 



sin 



=n Tr*«n 1 =r ; 



cot 



180 



2 FF' 



. . . 360° 180° 

n*r*«n tg 

n n 



2n I r**tn I 



2nr»«n — 
n 



F+f nr ! . 360" , , . 180°"" , . 180° 180° , . . 180° 180° 
— « n hnr**»n nr 8 *»n cos \-nrhin — *~ cot 



90° 



2 

n n 



4-1 



2 cos" 



90° 



[§. U (19) und (23)] = 2nr>#^- = f. 



Nun ist die Flüche des Vierecks im Kreis = 2r l , um den Kreis = 4r*, also 
die des Achtecks (n = 4): 

im Kreis = ^8** = '* V8 = 28284271 r», 



um den Kreis — 



2.2r l .4r ! 16r» 



2r*-H , V8 2+V8 



= 33137085r 2 u. s. w. 
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Man hat also: 

^-S= 3 • 1415926r ' 32768r ^3W8 =3 ' 1415926r, 

IQAO 180° 

d. h. 32768«n^g== 3*1415926 = 32768^^768, 

. 180° _ 180° _ 3-1415926 
* m 32768 ""^32768"' 32768 ' 
. _ 180° 180.60.60 . ,. t>l7T> 

Aber 32768 = -32768" = 20 UDgefahr ' alß ° blS aU * 7 De " 
zimalstellen genau: 

sm20" = #20", . 
mithin für jeden kleineren Winkel der Sinus der Tangente gleich, 
d. h. wenn a gleich oder kleiner als 20": 

sina = arca. 

So also wäre z. B. 

wodurch sin 10" gefunden wurde. Eben so 

n 



sinV' = arc\" = 



180.60.60* 

Daraus folgt dann nach §.5 cos\" und daraus nach (9) und 
(10) in §. 9 (wenn a= 1", b = 1") sin2'\ cos 2", woraus weiter 
sin 3", cos 3" u. s. f. 

So erhält man, wenn man diesen Weg einhalten will, die 
Werthe der Sinus und Cosinus aller Winkel, von Sekunde zu Se- 
kunde; daraus dann die Tangenten und Cotangenten, so dass die- 
selben nunmehr als bekannt angesehen werden dürfen. Die Lo- 
garithmen derselben, um 10 vermehrt, sind in den trigonometri- 
schen Tafeln zusammengestellt, -deren Einrichtungsart und Be- 
nützung immer in denselben angegeben ist. 

Es lässt sich allerdings noch ein anderer Weg zur Berechnung der trigono- 
metrischen Funktionen aller Winkel von 0 bis 45° (was genügt) denken. Nach 
dem in der Note zu §. 14 Gezeigten kennt man die trigonometrischen Funktionen 
der Winkel von 0 bis 45°, wenn man von 3° zu 3° fortschreitet. Da nach §. 16 
der Sinus und Cosinus des halben Winkels aus dem Cosinus des ganzen gefunden 



* Der ar* 10" findet sich aus der Gleichung = ' 
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-wird , so kann man Cosinus und Sinus von 1}° finden, und unter Anwendung der 
Formeln (9) und (10) in §. 9 wird man jetzt die Sinus und Cosinus aller Winkel 
von 1£° zu 1|° finden können. Aus dem eoe 1J° findet man wieder «tn£°, cosf 0 
und kann dann von J° zu f° fortschreiten. Wie man dieses weiter fuhren könnte, 
ist leicht zu übersehen. Yon praktischer Bedeutung ist jedoch dieser Weg nicht, 
da die wirkliche Berechnung doch in dieser Weise nicht geführt wird. 

§. 19. 

Interpolation. 

Die neuem trigonometrischen Tafeln geben die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen von ,10 zu 10 Sekunden (des 
Winkels). Für kleinere Unterschiede muss ein Einschieb- (Inter- 
polations-) Verfahren angewendet werden , das in den Tafeln er- 
läutert ist. Der innere Grund desselben lässt sich in folgender 
Weise erörtern. 

I. Man findet (§. 18, III), dass auf sieben Dezimalen genau, 
*ml0"=ar<?10", co*10"=l, 
bo dass wenn n^lO: 

sin n" = arc n", cos n" = 1 . 

Demnach 

sin(A + n") = sinA cosn" •+• cos A sinn" = sinA -f- cos A arcn", 
cos(A H- n") = cosA cosn" — sinA sinn" = cosA — sinAarca". 

Da aber arcn" = n. arc 1", so ist also 

sin (A -h n") — sin A = n . cos A . arc 1", 
cos (A + n") — cos A = — n . sin A . arc 1 ". 

Ferner weiss man aus der Lehre von den Logarithmen, dass 
wenn p und q zwei wenig von r verschiedene Zahlen sind (beide 
grösser als r), man hat: 

logv — logx p — r * 

log({ — logr~~ q — v' 

Also ist auch 



1 /'n — rN* l /'q-rV 
* Dieser Satz (vergl. das Vorwort) verlangt, dass — I —j— J » y J 

klein genug seyen, um vernachlässigt werden zu können'. Eine entschieden genaue 
Theorie ergibt sich am besten aus den Regeln der Differentialrechnung, wie diess 
aus dem Vorworte zur 1. Auflage hervorgeht. 
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4 6 Interpolation. 

logsin ( A 4- n") — log sin A sin ( A 4 - n " ) - sin A 
logsin{A + 10") — lo~g~sin~Ä ~ «m (A +1 0") — *m A 

_ DcogA arcl" _ n 
IOcöäA arcl" - 10' 

woraus folgt 

logsin{A 4- n") - log sink = ^ [%*m(A 4- 10") - foprin A] , 



10 

Ugsin(A 4- n") = logsin A 4- ~ r%*m(A H- 10") - hgsinA]. 



Ganz eben so 

logcos(A 4- n") = log cos A 4- ^ [%cos (A 4- 10") — Zo^cojA] , 
oder da die letzte Differenz negativ ist (§. 6) : 
logcos(A 4- n") = logcosA — ^ A - logcos(A 4- 10")]. 

II. Weiter ist nun 
% (A 4- n") = Zojr «in (A -I- n") — Z0/7 <w (A 4- n") 

= Zo/7*m A — log cos A 4- ~ [%*m (A 4- 10") 

— % cos (A 4- 1 0^') — log sin A 4- log cos A] , 
d. h. da log sinn — log cos a = logtga,: 

logtg{A + n") = logtgA + ~{logtg(A 4- 10") - %#A]. 
Eben so 

logcotg(A 4- n") = logcotgA — ~ [logcotgA — logcotg(A 4- 10")]. 

1 

Da aber cotga. = also log cotg & = — logtgz, so ist 

% coty A — log cotg ( A 4- 1 0") = % (A 4- 1 0") — log tg A , 

wober es kommt, dass in den Tafeln für logtg und log cotg nur eine 
Differenzenspalte eingeführt ist. 

Die doppelte Bezeichnung der Tafeln (d. h. der Eingang von 
oben und unten) erklärt sich sofort aus den Gleichungen (8). 
während die Gleichungen (13) deutlich genng zeigen, wie 
man die trigonometrischen Funktionen für Winkel > 90° zu 
suchen habe. 
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§. 20. 

Berechnung mittelst Reihen. Anwendung. 
I. Bezeichnen wir .den zu einem (Mittelpunkts-) Winkel A, den 
wir nicht über 45° voraussetzen, in einem Kreise vom Halbmesser 1 
gehörigen Bogen durch a,* so ist nach §.18: 

*mA<a. (a) 

Ferner ist nach $.16: 

. A A A , 0 . ,A 
smA = 2sm -cosj, C08--=l -2 sin 

also , a 

Ä . A A . A . 2 A 

sinA = 2sin— — ^stn-^sin -j. 

Aber da der zu ~ , ^ , .... in demselben Kreise gehörige Bogen 

2 4 

auch £ , .... ist, so hat man ebenfalls: 
Z 4 

. A . a . A a ? A a* 

■ 

. A . ,A - . a a 2 ,,^a 
also 4«w-2«n x -<4.-.jg, d.n.<^, 

' mithin offenbar : 

tt . A a" 
swiA>2ffm — — -g-. 

Ganz eben so (indem man nach einander ^ , ^ , . . . . für A , also 
a a 



.. .. für a setzt): 
2 4 

«n Y> 2wn 4" ~ 5*2»» 



a 



* a ist also das frühere arcA(§. 18). 
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4 8 Berechnung mittelst Reihen. 

Ans diesen Beziehungen folgt, wenn man die erste mit 1, die 
zweite mit 2, die dritte mit 2 2 , die vierte mit 2*,,..., die letzte mit 
2 0 - 1 multiplizirt: 

> A 
2 



*mA>2«n— — |a 3 , 



«n-g>z «w — g '2«» 



s 



2"-«n^T>2"«n^-|.2^r s . 

Hieraus folgt durch Addition: 

j/nA 4-2*m^ + 2 **m^ 4- . . . . + 2 B - , «n^> 2«n^ -f- 2 2 «« - 
Z 4 Z Z 4 

+ .... + 2"-^^4-2"«n|;-|a^ 

x d. h. wenn man das weglässt, was beiderseitig gleich ist: 

sinA> 2 n 8in^ — |a 3 (l + ^ + ^ H- |g 4- . . . . 4- ^iW) • 



. A 



2» 

. A 



— >- + ? + + 

r 

Denken wir uns nun n werde immer grösser, so wird ^ immer 

A a 
kleiner, mithin nach §. 18, 1 sin — dividirt durch — sich 1 nähern, 

d. h. fiir ein unendlich grosses n ist sicher zu setzen : 
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. A 
««=-. 

— = 1. 
a 

T 

Femer lehrt die Behandlung unendlicher geometrischer Reihen, 
dass alsdann * 

1.4-1 - 1 14 

1 + 9 j+ 9| + — 



2 J " 2* ~ 1 1 -| 3 

l_ 2* 

somit also, da obige Beziehung für jedes, also auch für ein unend- 
liches n gilt: 

a >l -'» a _l 2.3* » 

1 

d.h. «nA>a- — a 5 . (b) 

Ganz eben so ist natürlich: 

. A -,, 1 1 3 . A l 1 , 

«m-> Ja- 2 -^.- 3 a , ww — > j a — — s a\ 

also auch 

«n 2 4 > &a' - ^la 1 + 2 , 32 4 «a 6 , 
d. h. (da2.2.4' = 2 8 ) auch 



• Ist 1 •+- — + .-f- eine unendliche Reihe, für die m> 1 , so ist ihre 

mm- 

1 m 

Summe = — = r . Denn betrachtet man zuerst die endliche Reihe 

1 1 m - 1 

m j } 

1H h —. -H ....+ — , so ist deren Summe = ] — nnd wenn man 

m in 2 m" 2 _ J 

m 

hier n unendlich werden lässt, wodurch die endliche Reibe zur unendlichen wird, 
so wird — ^-j- , wenn m> 1 , unendlich klein, d. h. Ter schwindet, und es ist also 

die Summe = - 1 



m 



Dienger, TrigOHometrie. 
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50 Berechnung mittelst Reihen, 

mithin . 



d.h. 



4wn |^|>|a 3 -ia fi + i^ ro a 7 , 
also gewiss auch 



mithin 



Eben so: 



• A. » * A 1 • 1k 
4«n-^n'->- s a s ~ - 7 a , 

sin A < 2 sin y — a 3 -h ~ a\ 



i '« y < 2 *m j - ^ a 3 -h a 5 , 



• -A ä • •A. 1 a 1 R 

«n-<2«n-g— - 9 a 3 +2T 7 a , 
. • • • 

. A o . A 1 9 1 k 

Dasselbe Verfahren wie oben gibt hieraus: 
sinA < 2 a 8in^- ~ a s (l-f- ~ + ^ 4- . . .. + ^Air«) 

+ ? ft \0 + ? + ? + '"''" h 2*' ::: 0' 

Dividirt man wieder durch a und lässt n = a© werden, so 
hat man: 

sinA 



<i- 



^ 3.2 ,a + .2M6 a 
<1_ 2 i 3 a ' + 2.3 l 4.5 a ' , 
W '" A<a -2 1 3 a, + 0 1 475 a6 - .< e > 
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Berechnung mitteilt Reihen. 5 1 

Stellt man diese Ergebnisse zusammen, so hat man: 
sin A a , 

>a ~~2^ a3 ' ) (27) 

<a ~273 a84 "2.3.4.5 a '' 

richtig für alle A von 0° bis 45°, ja selbst bis 90°, wie sich leicht 
zeigen lässt. 

II. Man hat nun eben so: 



aber nach (27) 



cosA = 1 — 2*m*— -; 
. A a . ,A a 2 



also 

cosA>\— Ja*. (a') 
Ferner nach (27) 

. A a 1 , . - A a 2 l 
Wn 2 >2 - 273^ a ' 2 > 7~O ia 

^ Q *«>8 a > ** n «> -^4* Q «)4 a » 



mithin 



9 2 8 J 2^ 4 3.2 J 
c ö5 A<l-> l +2iia\ (b') 



Also 



C08A< 1 

>l-*a 2 , 



(28) 



Die höhere Mathematik setzt diese Beziehungen in leichter 
Weise weiter fort. (Vergleiche meine Differential- und Integral- 
Rechnung, S. 210.) Dass man die Formeln (27) und (28) zur Be- 
rechnung von ainA und cosA benützen kann, ist leicht einzusehen. 
Setzt man etwa 

*mA = a— jrga 8 , 
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52 Anwendung. 

so sagt die Formel (27), dass dieser Werth 2a klein, der Fehler 

aber nicht ;r~s~Vi"~i a * ße *- 
4.3.4.5 

III. Es geht ferner ans diesen Beziehungen hervor, mit welchem 
Rechte man für kleine A etwa 

«mA = a, oder««A = a — ±a 3 , 

cosA=i t oder cosA = 1 — £a 3 

setzen darf, d. h. welches die oberste Gränze des begangenen 
Fehlers ist. 

Da, wie man leicht findet: 

für A = 29' noch i a 3 < 00000001 , 
„ A = 5°56 / 32" „ ^a & < O'OOOOOOl, 
„ A= 1'32" „ } a'< 0*0000001, 
„ A = 2°15'18" „ ^ a 4 < 0-0000001 * 



r, ^ o * 180 ° 180.60.60" 
ist die folgende. Sey A=— — = , 



so ist a = — , uud man setze: 
n 



-j = 0 000000 J , n = -3 , lopn = 2 5710994 , 

V00000006 

80 ht tog 180 - 60 - 60 = 3.2404756 . l *° = 1739 7- = 28' 59 7", also 
n n 

nahe 29'. 

^5 0 0000001, n = s * , log xx = 1-4813136, 

V00000120 

18?^ = 4-3302614, i^ 0 ^ = 21392"= 5°66<32", nahe 6». 
n n 



=I . 9649401> 180^60!' = 92 ,, = 1 , 32 ,, 
n n 

24 {—) = 0-0000001 , n = - 4 . logn= 1 '9020971 , 

V00000024 

% 5^6? = 3-9094779. ^5°^^ = 8118" = 2» 15" 18". 
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Die trigonometrischen Funktionen zn finden bei gegebenem Winkel. 53 

so kann man also, ohne einen Fehler in der siebenten Dezimalstelle 
fürchten zu dürfen 

bis A = 1'32" setzen cos A = 1 , 
„ A= 29' „ «nA^a, 
„ A = 2°15'18" n co8A=1-\sl\ 
n A = 5°56'32" „ «nA = a-Ja 3 = a(l -Ja 2 ). 

Diese letzten Beziehungen sind natürlich schon an und für sich 
von grossem Interesse und wir werden später auch Gebrauch davon 
zu machen Gelegenheit haben. Wir wollen nun zunächst für eine 
Reihe von Winkeln die trigonometrischen Funktionen aus den Tafeln 
bestimmen, und umgekehrt die Winkel aus den gegebenen trigono- 
metrischen Funktionen. 

§.21. 

Die trigonometrischen Funktionen zu finden bei gegebenem Winkel. 

1) Zu suchen 

%««54°13'19-7 / '. 
%«Vi54°13'10" =99091613 

9-7.15-2 = 147 

log sin 54 0 1 3' 1 9*7" = 9"90i> 1 760. 

log cos 74 0 57' 26*9" 
Zo^0*74 o 57'2O" = 94142515 
6*9.78-3 = 540 
log cos 74° 57' 26-9" = 9*4141 975. 

%ty30°50'27*6". 

log tg 30* 50' 20" =9*7760034 

7-6.47-8= 363 

log tg 30° 50' 27*6'' = 9*7760397. 

logcotg 86 °32' 24*5". 
log cotg86°S2' 20" =8*7816216 
45.349-5= 1 573 
Zo^oty86 0 32'24*5"= 87814643 

2) Es sollen die vier trigonometrischen Funktionen von 
102° 22* 56*8" gesucht werden. Nach §.10 kanu diess in doppelter 
Weise geschehen, indem 
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5 4 Die trigonometrischen Funktionen zu finden bei gegebenem Winkel 



102*22'56-8" = 90°+ 12°22'56-8" = 180° — 77 0 37'3*2" 

logcos 12°22'50" = 99897812 
6-8.4-7 — -32 

log sin 1 02 0 22' 56-8" = 9'9807780 

log sin 77° 37' = 9*9897766 
3-2.4-6 = +14 

%*ml02°22'56*8" = 9*9897780 

logain 12°22'50" = 9*3312326 
6-8.95-9 = +652 

logcos 102° 22' 56*8"= 9*3312978 (-) * 

log cos 77° 37' = 9*3313285 
3*2.95*9 = -307 

%(?<wl02°22'56'8"= 9 3312978 (-) 

logcotg 12°22'50" = 0*6585486 
6*8.100*5 = -683 

k#co#102°22'56*8"= 0*6584803 (-) 

logtg 77° 37' = 0*6584481 
3*2.100*5 = +322 

log tg 102° 22' 56*8" = 0*6584803 {-) 

logtg 12°22'50" = 8*3414514 
6-8.100*5 = 4-683 

%co#102°22'56*8"= 9 3415197 (-) 

logcotg 77°37' = 9*3415519 
3*2.100*5 = -322 

%cotyl02°22'56*8"= 9*3415197 (-). 

3) Die vier trigonometrischen Funktionen von 196° 13' zu 
suchen. 

196° 13' = 180° + 16° 13' = 270° - 73°47'. 



* Das zugefügte Zeichen (— ) bedeutet, dass cos 102° 25' 56*8" negativ ist; 
ähnliche Bedeutung kommt demselben Zeichen in den folgenden Fällen zu. 
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log sin 16° 13 1 


= 9*4460250 


logain 196°13' 


= 9*4460250 (-) 


logcos 73° 47' 


= 94460250 


logsin 196° 13' 


= 9 4460250 (-) 


logcos 16° 13' 


= 9*9823674 


log cos 196° 13' 


= 9*9823674 (-) 


73°47' 


= 9*9823674 


logcos 196° 13' 


= 9*9823674 (-) 


16 Ü 13' 


= 9*4636576 


196° 13' 


="9-4636576 "(+)" 


logcotg 73° 47' 


== 94636576 


%ty 196° 13' 


= 9 4636576 (+) 


logcotg 16° 13' 


= 05363424 


%co#196 0 13' 


= 05363424 (4-) 


%tf<7 73° 47' 


= 0-5363424 


logcotg 196° W 


= 0-5363424 (+). 


4) Die vier trigonometrischen Funktionen von 300° 47' 25 



zn finden. 

300° 47' 25" = 270° 4- 30° 47' 25" = 360° — 59° 12' 35". 

logcos 30°47'20" = 9*9340231 
5.12-6 = -63 
logsin 300°47'25" = 9*9340168 (-) 

log sin 59° 12' 30" = 99340105 
5.12*6 = 4-63 
logsin 300°47'25" = 9*9340168 (—) 

logsin 30° 47' 20" = 9*7091650 
5-35*3 = 4-176 
logcos 300°47'25" = 9-7091826 

logcos 59° 12' 30" = 9'7092003 
5.353 = -176 
logcos 300°47'25" = 9*7091827 

log cotg 30 0 47' 20" = 0*2248581 

5-47'9 = -239 

logtg 300°47'25" = 0*2248342 (-) 
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logig 59° 12' 30" = 02248102 
5.479 = -f-239 
logtg' 300° 47' 25" = 02248341 (-) 

logig 30° 47' 20" = 97751419 
5-47*9 = 4-239 
%co^300°47'25" = 9*7751658 (-) 

logcotg 59° 12' 30" = 97751898 
5.479 = -239 
%<?oty300°47'25" = 9 7751659 (-) 

Obige Beispiele umfassen alle vier Quadranten. Ist ein Winkel 
über 360°, so lässt man von ihm so viele Male 360° weg, als diess 
möglich ist ($. 10) und sucht vom Rest die trigonometrische Funk- 
tion. Zur Uebung legen wir vor: 

log cos 57 1 0 4 1 ' 48*8" = 9*9298478 ( - ) , 

logcotg(- 1083°37'49 1") = 1 1975978 (— ), 

%«n785°24' 10" = 99586863, 

log sin (- 933°0'40*1") = 9 7362387, 

log cotg 907 0 19' 26" = 0891 0065 , 

logcos(- 1586° 18'35*7") = 9*9201496 (-), 

log sin 686° 11' 48 8" = 9*7453409 (-), 

logtg 566° 33' 54 2") = 9*6989700 (-), 

log tg 939 0 37' 40" = 9*9 1 80770 , 

logain (- 842°54'4*6") = 9*9240764 (-), 

log cos 1 325 0 47' 32* 1 " = 9*6 1 28330 ( - ) , 

log cos {- 974° 46' 26*9") = 9*4198355 (-). 

§. 22. 

Den Winkel zu finden bei gegebener trigonometrischer Funkiton. 

Ist nun umgekehrt der Logarithmus einer trigonometrischen 
Funktion eines Winkels gegeben, so kann letzterer den Tafeln ent- 
nommen werden, vorausgesetzt, dass man zuvor wisse, in welchem 
der vier Quadranten der Winkel liege. Dazu genügt es (§. 10) die 
Vorzeichen von Sinus und Cosinus, oder von Sinus und Tangente 
zu kennen , welch letzteres offenbar auf das erste zurückkommt. 

Die im ersten Quadranten liegenden Winkel können aus den 
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Tafeln ganz unmittelbar entnommen werden ; liegt der Winkel im 
zweiten Quadranten, so sucht man den Winkel im ersten Quadran- 
ten, der dieselbe trigonometrische Funktion hat, und subtrahirt ihn 
von 180°; läge der Winkel im dritten Quadranten, so hätte man 
jenen Winkel des ersten Quadranten zu 180° zu addiren; endlich 
inüsste er von 360° abgezogen werden, wenn der Winkel im vierten 
Quadranten liegen würde. 

Dass man hier nicht über die vier Quadranten hinausgehen 
wird, ist klar, da ein Zu- oder Abzählen von 360° ganz beliebig 
gestattet ist (§. 10). 

Wir wollen nun wieder einige Beispiele als Muster aufstellen 

1) logsinx = 9*7362387 (+), cosx ebenfalls positiv. 

log sin x =9*7362384 
%sm33°0'40" = 97362384 

3 

- H * =0*09,* x = 33°0'4009". 

2) logcotgx = 0*1317658 (+), sinx ebenfalls positiv. 

logcotgx =0 1317658 

log cotg 36° 2& 20" = 0-1317602 

56 

36°26'20" 
= 127 - 1*27 



441 



x = 36 6 26' 18-73" * 



3) loglgx = 0*3176782 (— ), stnx positiv. 

logtgx =0*3176782 
log ig 64° 18' 10" = 0 3176674 

10& 

179° 59' 60" 
= 2 00 - 64 18 12 
x= 115°41'48"' 



538 



* Diese Division kann in den meisten Tafeln vermieden werden mit Hilfe der 
gewöhnlich P. P. überschriebenen Spalte. 
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Den W inkel zu finden bei gegebener trigonometrischer Fanktioo. 

4) logsinx = 9 7958800 (-), cosx negativ. 
log sinx =97958800 
%«n38°40'50" = 9*7958646 



154 



180° 



154 

—=5*85 4- 38°40'55-85" 
x = 218° 40' 55-85" * 

5) logtgx = 97408015 (-), sinx ebenfalls negativ. 

logtgx =97408015 
log tg 28 0 50' = 97407672 

343 

343 359° 59' 60" 

49^ = 6-88 - 28° 50' 6'88" 
x = 331° 9' 5312"* 

6) logcotgx = 1 1976009 (+), sinx negativ. 

logcotgx = W 976009 

log cotg 3 0 37' 50" = 1 '1975677 

332 

332 3°37'50" 180° 

= 0-99 - 0-99" 3°37'49 -01^ 
3°37'4901" x= 183°37'4901"' 

7) logcosx = 9-9201496 (-), «mx positiv. 

x =9*9201496 
log cos 33 0 4 1 ' 30" = 9 9201415 

8T 

' 81 33°41'30" 179°59'60" 

jj = 578 - 5-78" - 33°41'24 -22" 
33 0 41 ' 24 22" x = 146 0 18' 3578" * 
Zur üebung legen- wir noch vor : 
logtgx = 9 6989700 (+), ainx negativ, x = 206°33'54'2" 
logcosx = 9 6956033 (-), sinx positiv, x = 119°44'41-6" 
logcotgx = 9*8750611 (-), « wx positiv, x = 126°52' 11'6" 
%*mx = 9 9240764(-), <™ z positiv, x = 302°54'4'6", 
logtgx=. 0-2649570(4-), sinx negativ, x = 241° 29' 4 5", 
%*mx = 97953500(+), co*x positiv, x = 38° 37' 34 5", 
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loffcosx = 9-4153355 (-), sinx negativ, x = 254° 46' 26*9", 
logcotgx^ 0*1368230 (-), cosx positiv, x = 323° 52' 47". 

Es versteht sieb von selbst, dass wenn zwei trigonometrische 
Funktionen desselben Winkels etwa gegeben wären, dieselben den 
in §§. 3 und 4 aufgestellten Beziehungen genügen müssen. 

§. 23. 

Beispiele wirklicher Berechnungen. 

In den Anwendungen liegt die Aufgabe gewöhnlich so, dass 
man die trigonometrischen Funktionen in grössere Ausdrücke mit 
verflochten erhält und nun aus diesen Ausdrücken vermittelst lo- 
garithmischer Rechnung gewisse unbekannte Grössen suchen muss.- 
Wir wollen diess an einigen Beispielen erläutern, die zugleich statt 
allgemeiner Darlegung dienen sollen. 

1) x- 2113-4 *^ ° 34 ' 17 '' " - 

%2113*4 = 3*3249817 



x = 2951-04. 



%*m70°34' 17" = 99745378 
E.%*m42°28'597" = 01704553* 

logx = 3*4699748., 

. _ fi ein 24° 8' 45" 

l) x- 05UU • C0Ä 3 j o 49 / 50 /, C08 34 o j , 25 „ • 

loff 6500 = 3*8129134 
%*Mi24°8'45" = 96117876 
E.fo<7co*31°49'50" = 00707796 x = 377596. 
E.%™*34° 1'25" = 00815465 
logx = 3-5770271. 



* Das Vorzeichen E bedeutet die dekadische Ergänzung, die man erhält, 
wenn man den betreffenden Logarithmus von 10 abzieht. Handelt es sich dabei 
um den Logarithmus einer trigonometrischen Funktion , der in den Tafeln um 10 
zu gross ist, so addirt man einfach die betreffende dekadische Ergänzung, statt den 
eigentlichen Logarithmus zu subtrabiren. Es ist nämlich 

log x = log 21 13 4 •+■ log sin 70° 34' 17" - log sin 42° 28' 59 7" 
= 3*3249817 -h 9*9745378 - 10 - (9 8295447 - 10) 
= 3 3249817 + 9'9745378 4- 0*1704553 - 10, 
was auf das im Texte Angegebene hinausläuft, da dort in der Summe 10 wegge- 
lassen wurde. 
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. . lo</2 = 0*3010300 

} * m 64 '^720=1*4286662 x _ 56 o 59 , 5 . 0 ,, 

E.%64 = 80938200* 00 oy 0Ü * 

logsinx = 9*9235162. 

8227*32*m38°37'38*3" 
4) ^ X "~7014-23*m52°44'22-2"' 

Zc^8227*32 = 39152584 
%*m38°37'38*3" = 9*7953600 

E.%7014*23 = 61540200 x=42°36'49*9". 
E . log sin 52 0 44' 22 *2" = 0*099 1 4 64 
logtgn — 99637848. 

5161206 1 
' COffX ~ 938928 * tg 35 0 23' 6" " 

%51612*06= 4*7127512 
E.%9389*29 = 6*0273676 . 
E.%fo35°23'6"= 01485771 ' 
logcotgx = 10*8886959. 

b; ^ X *~ ty56°24'4*5" ' 

logtg 1 1 °39'521 " = 9*3148011 
E J0#ty56°24'4*5"** = 9*8224081 -10 , x = 172° 1 1' 25*4". 
logtgx- 9* 1372092 (-). 

? . _ -xf sin 5 °23' 24" . sin 66 0 bV2 ~~ 

} gX ~ V *mll5 0 4^44''.*m43 0 27'18'' , 



* Man hat hier 

log sin x = log 2 4- \ log 270 — /o$r 64 

= 0-3010300+ 1428662 - 18061800 

= 0-3010300 4- 1*428662 4-10 - 1 8061800 - 10 

= 0*3010300 4- 1*428662 4- 81938200 — 10 , 

so das* man, statt den Logarithmus einer Zahl zu subtrahiren, dessen dekadische 
Ergänzung addirt, wodurch aber die Summe um 10 zu gross wird. 

Da k(jrty56 0 24'4-5"= 101775919, so wird man zuerst 10 abziehen, was 
durch — 10 angedeutet ist, und dann die dekadische Ergänzung von 0*1775919 
addiren. Steht in den Tafeln bloss logtg 66° 24' 4'5" = 0*1775919, so wird man 
also die dekadische Ergänzung dieses Logarithmus addiren und dann 10 in der 
Summe weglassen. 
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fo£*mö 0 23'24" = 8*9728253 
Zo^«»66°51'2"= 9*9635435 
E.%j£nll6°41'44"= 00452217 x = 20°28'14-9". 
E.%««43°27'18" = ^1625475^ 

19 1441380 

dividirt durch 2:9*5720690 = logtgx. 

8) x = 857 sin 1 02 0 22' 66-8" + 1 098 cos 2 1 0 0 1 '26'8". 
^857 = 2-9329808 
%*ml02°22'56'8" = 9'9897780^ 857«« 102° 22' 56-8" 

= 2-9227588 = 837*064 

^1098 = 3*0406023, 
fo<7coa210°l'26*8" = 9*9374251 (-) 

2-9780274 (-) 

1098co*210°l'26-8" = - 950665 

x=- 113 601. 

_ coa24°10'8"eofo64 0 58'59*5" 

logcosW 10' 8" = 99601579 
%coty64 0 58'59*5" = 96690051 135047/552" 
E . log cos 1 1 5 0 57' 48" = Q-3587283 ( - ) 
logtgx = 9-9878913 (-) 

520.sm23°25' 

10) cotgx- 3X2.^238° 16' «n32°52' * 

■ %520 = 2*7160033 
%*m23°25'= 95992441 

E.Zo^312= 75058454 145°7'46*8" 
E.Z<^*m238°16' = 0*0703230 (-) 
E.%*m32°52' = 0*2654515 

logcotgx= 10*1568673 (-) 

. 325*5 4 sin 68 ° 42' 

11) sinx- ^ lb . u 

% 325*54 = 2*5126044 

log sin 68 0 42' = 9*9692720 x = 2 26 °51 ' 479" 

E . log 41564 = 73812827 

logsinx — 9 8631591 (-). 
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62 Auffinden des Winkels mittelst einer Funktion. 

Diese Beispiele mögen genügen. Wir haben in denselben je- 
weils für x den kleinsten positiven Winkel gewählt, der der Aufgabe 
genügt Zor Ergänzung fugen wir die Untersuchung über diejenigen 
Winkel bei, welche dieselbe trigonometrische Funktion haben. 

Allgemeine Bemerkungen über das Aufsuchen eines Winkels mittelst einer 
einzigen trigonometrischen Funktion. 

1) Sey bloss gegeben: 

«nx - a 

und a positiv, so wird man für x einen zwischen 0 und 90° liegen- 
den Winkel erhalten; derselben Gleichung genügt aber auch der 
Winkel 180 — x (§.10), so wie alle Winkel, die man durch Zu- 
oder Abzählen von 360° aus diesen zweien erhält; so dassx, 180°- — x, 
n.360°4-x, n.360°-+-180°-x, x-n.360°, 180°-x-n.360°, 
wenn n = 1 , 2, .... ist, alle möglichen Winkel sind, für die «nx=a 
ist. So würden im Beispiel Nr. 3 für x erhalten werden können : 
56°59'5", 123°0'35", 360° + 56° 59' 5", 2.360° + 56°59'ö", .... 

360°+123°0'55", 2.360° + 123 °0' 55", 123°0'55" -360°, 

123°0'55"-2.360 0 ,...., 56°59'5''- 360* 56°59'5''— 2.360° 

Ist a negativ, so erhält man für x einen zwischen 180° und 270° 
liegenden Werth, und alle Winkel, für welche «nx = a, wären: 

x, 540°-x, n.360°-hx, n.360° + 540°-x, x— n.360°, 

540°-x-n.360°. 

Dass der Werth von a zwischen — 1 und -h 1 liegen muss, 
versteht sich von selbst. 

Wäre a = 0, so hätte man die Winkel: 

0°, 180°, n. 360°, n. 360° + 180°, -n.360°, — n.360°-f- 180°. 

2) Sey bloss gegeben : 

cosx = a, 

und a positiv, so erhält man einen zwischen 0 und 90° liegenden 
Winkel, und alle Winkel sind: 

x, 360°-x, n.360 g + x, n. 360° + 360° -x, x-n.360°, 

360°-x-n.360°. 

Ist a negativ, so erhält man einen zwischen 90° und 180° 
liegenden Winkel x, und alle Winkel, für welche cosx = a ist, sind: 
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x, 360°-x, n.360°+x, n.360°-f-360°- x, x - n.360°, 

360°^x-n.360°. 

Für a = 0 hat man die Winkel 90°, 270°, 90°-hn.360' 
270 0 +n.360°, 90° — n. 360°. 270° -n. 360°. 

Sey bloss gegeben: 

tgx — a, 

und a positiv, so erhält man einen Winkel x zwischen 0 und 90°, 
und alle möglichen sind: 

x, n.l80°+x, x — n.180 0 . 

Für ein negatives a liegt x zwischen 90° und 180°, die Winkel 
sind aber wie so eben bestimmt 

Für a = 0 hat man 0, ± n. 180°. 

4) Sey endlich bloss gegeben: 

cotgx = a, 

so erhält man ftir ein positives a einen Winkel zwischen 0 und 90°, 
für ein negatives zwischen 90° und 180°; alle Winkel sind alsdann: 

x, x + n.180 0 , x — n.180 0 . 
Ista = 0, so hat man 90°, ±n.l80°+90°. 

■ 

§. 24. 

Bestimmung einer trigonometrischen Funktion mittelst einer andern 

desselben Winkels. 

Wir fügen schliesslich noch das Verfahren bei, nach welchem 
man aus den Tafeln, wenn man den Logarithmus einer trigonome- 
trischen Funktion eines Winkels kennt, den einer andern Funktion 
desselben Winkels berechnen kann, ohne den Winkel selbst aufzu- 
schlagen. 

Sey x der urbekannte Winkel, X eine trigonometrische Funktion 
desselben (z.B. ein x), deren Logarithmus man kennt; leine andere 
(z. B. tgx), deren Logarithmus man sucht. 

In den Tafeln wird nun loglL nicht geradezu enthalten sein, 
so dass logX.' der nächst vorangehende, logJL" der nächstfolgende 
Werth ist (im Sinne wachsender Winkel) ; in denselben Horizontal- 
reihen finden sich logg, log$". Sind x', x" die zu X', X" (also 
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auch £") gehörigen Winkel, wo also x'<x, x">x, so ist 
(§•19): 

loffX"-loffX' _ x"-x' log$"~-l og& _x"-x' 
logX-logX' ~ x-x" %|- ~~ x-x' ' 

also 

log£ — fo#X — logX' 



%£' logX" - logX 

Die Grössen zweiter Seite sind geradezu aus den Tafeln be- 
kannt, so dass der Werth von logS ebenfalls bekannt ist 

Sey etwa gegeben logsinx = 9*9340281, man soll log cos x, 
logtgx, logcotgx berechnen, wobei angenommen ist, dass der Winkel 
im ersten Quadranten liegt. 

1) %X'=9*9340231, %X" -logX' ' = 125, =9-7091650, 
logt"- log£'= - 353, logX - logX'= 50. 

%co*x = 97091650 - ^-353 = 9'7091509. 

s 

2) log£'= 10-2248581, 479, 
logtgx = 10-2248581 + ^ 479 = 10*2248772. ' 

3) logg = 9*7751419, log£"-log£'= -479, 

"SO 

%<-otyx = 9*7751419 - ^ 479 = 9*7751228. 
Der Winkel ist übrigens 59° 12' 44". 



Dritter Abschnitt. 
Berechnung der Dreiecke, oder spezielle Trigonometrie. 

§• 25. 

Das rechtwinklige Dreieck. 

Die nächste Anwendung der seither dargestellten Lehren ist 
die auf die Auflösung der Dreiecke. Die Geometrie lehrt, dass wenn 
gewisse Theile eines Dreiecks gegeben sind, die übrigen durch 
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Zeichnung daraus abgeleitet werden können; die Rechnung hat nun 
eben so nachzuweisen, wie durch dieselbe aus den gegebenen Stucken 
^die unbekannten gefunden werden können. Wenn auch nicht gerade 
nothwendig, wollen wir doch zuerst das rechtwinklige Dreieck be- 
trachten, da die in demselben vorkommenden Fälle so einfach sind, 
dass sie ganz wohl als erste Beispiele der Anwendung dienen können. 
Was die Bezeichnung anbelangt, so werden wir künftig immer 
die drei Winkel eines (beliebigen) Dreiecks mit A, B, C, die ihnen 
entgegen stehenden Seiten mit a, b, c bezeichnen. Für unsern Fall 
sey B der rechte Winkel. Wir haben nun folgende Fälle zu be- 
trachten : 

1) Es ist die Hypothenuse und ein spitzer ! 
Winkel des Dreiecks gegeben. Also bekannt 
sey b nebst A, so ist 

c a 

- = cosA, c = bcosA; - = ««A,a=bsmA; j 

C = 90°-A. 

Eben so wenn b und C bekannt wären: 
a c 

— = co»C, a — bcosC; — — mi C , c = bsinC; A = 90°— C. 
b b 

Als Beispiel wählen wir: 

b = 475 28, A = 54°28', also C = 90 0 -54 0 28' = 35 o 32'. 

Ugb = 25769495 logb = 2*6769495 

log cos A = 9-7643080 log sin A = 9 9105057 
%c = 2*4412575 %a = 25874552 

c = 276 221 a = 386 772. 

2) Es ist eine Kathete und ein Winkel gegeben. 

c c a 

-~ = cosA t c — bcosA , b = -; — = tg\ y a = ctqA\ 

b cosA c 

C = 90°-A. 
a a c 

— = «nA, a = b«nA, b = -r-r\ — = cotgA, c = a.cotgA; 
b 8inA. a 

C = 90°-A. 

Dienger, Trigonometrie. 5 
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c = 312, A = 4°34'52'4", also C = 85 0 25'7'6". 

logc = 2*4941546 löge- 24941546 

E . log cos A = 0-0013897 logtgA = 8 9037856 

%c = 2*4955443 * %a = 13979402 
b = 3129999 a = 250000. 

3) Es sind die beiden Katheten gegeben. 

i 

tgA=-, tgC = ~, b=ya 2 4-c 2 , oder — = sinA } a — b sin A,b = — — 
Ca D £?>iA 

c= 135 9, a = 205'893. 

%a= 2-3136417 %c=2 1332195 %a=23136417 
Eloge = 7-8667805 E%a— 7*6864583 ElogsinA= 0*0785272 
logtgA= 10*7804222 %^C=9 r 819577S %b= 2*3921 689 
A=56°34'23*2" C=33°25'36*7" b=246"699. 

4) Es ist die Hypothenuse und eine Kathete gegeben. 
*mA = p cosC=~, c = Vb 2 "^^ = y (b -f- a) (b-a> 

cos A = «tn C= -jj- , a = Vb T -^: 3 = V(b + c) (b-c). 

Ist der Werth des Cosinus eines Winkels nahezu gleich 1, 
also der Winkel sehr klein, so kann man, da für kleine Winkel die 
Cosinus fast gleich sind, den Winkel selbst mittelst des Cosinus 
nicht genau bestimmen. Man hilft sich dann dadurch, dass man 
statt des Winkels seine Hälfte bestimmt. 

So ist im ersten Falle 

1-*>*C = ~, d.h.2«n^C = ^,«niC = V r ^y. 

wo die Bestimmung nun genau ist. 

a = 760, b = 761. 

logaL = 2*8808136 log(b + a) = 3*1821292 

EZo</b = 7*1 186153 %(b-a) = 0. 

log sin A = 9 9994289 3*1821292 

A = 87°3'44-5" %c= 1*5910646 

C=2°56'15-5 ,/ c = 39'000 
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log(b — a) = 0*0000000 
Elogb= 7.1186153 
Elog2= 9^6989700 
16-8176853 

lo<fsin\C= 84087926 
}C= 1° 28' 7*68" 
C= 2°56'1 5-4" (genauer). 

Als Beispiele zur Uebung mögen folgende Angaben dienen: 
a = 308, c = 75, b = 317, A = 76°18'52", C=13°41'8", 
a = 204, c = 253, b = 325, A = 38°52'48\3", C = 51°7'ir7", 
a = 48, c = 575, b = 577, A = 4°46' 18*8", C = 85°13'41'2", 
a = 240-501, c = 311172, b = 393*28, A = 37°42', C = 52°18', 
a=136, c = 273, b = 305, A = 26°28'51 , 7'\ C = 63°31'8'3", 
a = 1 09-032, c = 68*754, b = 1 28 9, A = 57 0 45' 54", C = 32 0 1 4' 6". 

Die einfachste Anwendung dieser Sätze ist die auf die Höhen- 
messung. Ist BC ein senkrechter Gegenstand, und man misst AB 
nebst dem Winkel A, so kann man BC leicht berechnen. 

§• 26. 

Die regelmässigen Vielecke. Das gleichschenklige Dreieck. 
I. In §.18 haben wir schon einmal die Fi *- ,3 - 



regelmässigen Vielecke im Kreis und die dem- 
selben umschriebenen betrachtet. Wir wollen 
nun hier die Formeln zusammenstellen, welche 
auf dieselben Bezug haben. 

Sey AB die Seite eines regelmässigen Viel- 
ecks von n Seiten im Kreis , r der Halbmesser 
des Kreises; CG senkrecht auf AB, DE senk- 
recht auf CG, so ist DE die Seite des regel- 
mässigen Vielecks von n Seiten, das dem Kreise 
umschrieben werden kann. 




Bezeichnen wir nun, die Seite AB mit s, 

die DE mit S, so ist AF = {s, DG = JS und ACB = 
180° 

ACG = , mithin daCA=CG=r: 

n 

5* 
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, s . 180° 0 . 180° S 4 180° ' / 180° 

» — = ^„-~, 8== 2r«n~-;iy = ^r — ■-, S=2rty — , 

vermittelst welcher Formeln s und S aus r berechnet werden. Um- 
gekehrt folgt daraus : 

s S 180° 

2mn 

n 

wenn man r aus s oder S sucht. Man hat übrigens auch : 
180° 

S 9 n 1 e 180° c s 

, S — S C08 , S = 



s 180° 180° ' n ' 180° * 

8?n coa cos 

n n n 

CF 180° „ 180° 

Da = cos , CF = r. cos- , 

r n n 

so ist die Fläche des Dreiecks ABC: 

180° . . 180° 180° t , . 360° 

is.r cos = r sin cos — \v sin . 

n n n 1 n 

- 

[§.16 Formel (19)]; 
ist also f die Fläche des regelmässigen nEcks im Kreis, so ist 

e , 2 • 360° 
n 

Eben so ist die Fläche des Dreiecks DCE : 

ic 2, 180° 
JSr = r 2 ty— , 

also wenn F die Fläche des um den Kreis beschriebenen Vielecks ist: 

F = nr'<<,i^- (§. 18). 

Umgekehrt zieht man hieraus: 

» 

y nstn— — 

Wollte man aus den Seiten s und S die Flächen erhalten, so 

• - 

hätte man: 
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c , , • 360° 

f = \ n . r sin — 

n 



^n. s* 



4 sin 



,180° 



n s 



n 

2 



. 360° 
sin 



180' 



ns'ftn 



180« 



cos 



180° 



4«#r 



F = n.r : 



180° 



= n . — cotg 



,180° 180° _nS 



tg — = 



180' 



4 . 



woraus dann umgekehrt folgt: 

i/4f 180" -t/4F. 180° 

s = \ ~tg , S = V — tg . 

f n 9 n f n * n 

Wie man überhaupt diese Formeln weiter verbinden kann, ist 
leicht zu übersehen. Sey z. B. 

f= 24127 94, n = 37,— =4°51'53-51", — • = 9°43'47'02" 



u 



n 



logf= 4*3825202 
%2 = 0*3010300 
E.%n = 8-4317983 

E.logsin— ' = 0-7721112 



%f = 4*3825202 
log 4 = 0-6020600 
180° 

%ty — =8*9299934 



Elogn = 8-431798 3 
2*3463719 
%s= T1731859 
s=14-8998. 

Fig. 14. 



38874597 
%r = 1*9437298 
r = 87*8475 

IL Stellt ABC ein gleichschenkliges Drei- 
eck vor, in welchem AC = CB, und man zieht 
CD senkrecht auf AB, so ist AD=DB, ACD 
= BCD und man hat also zwei rechtwinklige 
Dreiecke. Sey nun AC = CB = a, AB = c, 
A = B, so ist - 

AD = Jc = ACco*A = ac0*A, c = 2aeo*A; A.' 
AD = J c = AC*mJC=a«Vi}C,c=2a*mJC. 

Dass diese Auflösung ganz unmittelbar ihre Anwendung findet, 
wenn in einem Kreise eine Sehne gezogen wird und man die beiden 
Halbmesser an ihre Endpunkte zieht, ist klar. Ist in der vorher- 
gehenden Figur 13 die Sehne AB = s, der Winkel ACB = a, der 
Halbmesser AC = r, so ist also 
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s~2r*2n$a, r = 



2sin{a 9 
die Fläche des Dreiecks ACB ist: 

AB.CF _2r mn\a.vco8\a __ r 2 sina 

Bezeichnet man die Länge des Bogens AB durch Bog. a, so ist 
also die Fläche des Abschnitts AFBG: 



Jr.Bog.a — 



2 

Sey z. B. r — 824*7 , «- 94°26' 12"= 339972" und 

2xn. 3399 72 _ m. 339972 
Jl0g,a ~ 360.60.60 ~~ 180.60.60 * 
%r = 2 9162960 log Bog.« = 31333141 
logn = 0*4971499 logx = 2*9162960 

log 339972 = 5 53 14432 E.%2 - 9 69897 00 

E log 1 80 . 60 . 60 = 4" 1 884250 57485801 
log Bog. a- 3' 1 333 1 4 1 $ r Bog. « = 560505*5 

log sin a = 9*9986967 
2logr = 58325920 
E%2 ^6989700 
5-5302587 
4r^m« = 339046*0 

Abschnitt = 560505*5 - 339046*0 = 22 1 459*5. 
III. Eine hieher gehörende Aufgabe wäre etwa die folgende : Man kennt die 
Halbmesser R und r zweier Rollen, sowie den Abstand a ihrer Mittelpunkte und 
soll die Lftnge des Riemens berechnen, der über beide weggelegt, sie umschlingt. 

Der Riemen ist gemeinschaftliche Tangente an beide Kreise. Seyen also C, c 
die Mittelpunkte der zwei Rollen ; D,d die zwei Paukte, in denen die gemein- 
schaftliche Tangente die zwei Kreise berührt, so gibt es zwei andere Punkte D', d', 
die unterhalb C c liegen, in derselben Weise, wie D und d oberhalb C c (die Kon- 
struktion der Figur ist sehr leicht und bleibt dem Leser überlassen). Seyen nun 
E, e die zwei Punkte, in denen die nach beiden Seiten verlängerte C c die zwei 
Kreise trifft, so ist der halbe Riemen = D d -h Bog. d e -h Bog. DE. Nun ist aber 

der Winkel DCE (wenn R>r) ein stumpfer = 180° — a und man hat, wie leicht 

r 

ersichtlich, a = d c e, und co»a — , wodurch et bestimmt wird. Dann ist 

a 

Bog. d, = Bog.« = ,B,g. DE— ssoV so 180° — 

in Sekunden ausgedrückt werden. Ferner ist D d — V** — (R — r) 1 , also ist die 
Länge des Riemens = 
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2Va*-(R-r) l + 



Axita 4R*r(180°-a) 



360.60.60 360.60.60 * 

Sollte eine Kreuzung des Riemens (zwischen den zwei Rollen) vor sich gehen, 
so wäre jetzt die Länge des Riemens = 

Pl/^T— mT-^ ■ 4rff(180°~« ) , 4R*(180°- «) R + r 
2Va'-(R + r) ! + ... - gr . , cos a = . 



360.60.60 



360.60.60 



§. 27. 

Die drei Hauptsätze der ebenen Trigonometrie. 

Wenden wir uns nun zur allgemeinen Aufgabe, die uns in die- 
sem Abschnitte beschäftigt, so haben wir zunächst drei Sätze auf- 
zustellen, die uns in allen Fällen zur Auflösung der Dreiecke dienen 
müssen. Dieselben sind die folgenden. 

I. Erster Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
ist das Quadrat einer Seite gleich der Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten, minus dem doppelten Produkt dieser beiden 
Seiten multiplizirt mit dem Cosinus"" des Winkels, den sie bilden. 

Hiernach also hat man 

b 2 — a'-f-c* — 2ac<w*B, ) 

c 2 =a 2 4-b'-2ab6-tffiC, (29) 

a 2 = b 3 + c J — 2bcco«A. ) 

Der Beweis dieser Sätze ergibt sich auf geometrischem Wege, 
wie folgt. 

Ist ABC das fragliche Dreieck, so fälle man von C aus auf AB 
eine Senkrechte, welche innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks 
fallen wird, je nachdem die Winkel A und B spitz oder stumpf sind. 

Für den Fall der ersten Figur hat man nun : 

ri*. i5. 




b'sh'+Cc-xV^ + c'-^cx + x» 



2 



b J -a 2 = c ? -2cx, b 2 = a 2 -r-c 2 -2cx. 
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Da aber — = <?o*B, x = aco*B, so ist also 
a 

b 2 = a 2 -hc 2 — 2acco*B. 

Im Falle der zweiten Figur ist: 

b 2 = h 2 -Kc-4-x) 2 = h 2 + c 2 + 2cx + x 2 

a* = h 2 -+-x 2 

b 2 -a 2 = c 2 + 2cx, b 2 = a 2 -hc 2 -h2cx. 

Aber — = cosa = cos (ISO 0 — B) = — cosB, x — — aco*B, 
a 

also b 2 = a*4-c 2 — 2ac(?o«B. 

Endlich im Falle der dritten Figur (wo BD = x): 

b 2 ^h 2 -h (x-c) 2 -^h 2 -l-x 2 -2cx-4-c 2 
a 2 ^h 2 + x 2 



b 2 -a 2 -=c 2 ~2cx, b 2 -^a 2 4-c'-2cx. 

Aber — = co*B, x = aco*B, b 2 = a 2 H-c 2 — 2cac'o*B.* 
a 

Damit ist die erste obiger drei Gleichungen bewiesen. Die 
beiden andern könnten eben so unmittelbar erwiesen werden ; doch 
bedarf es offenbar eines besondern Beweises nicht, da eine einfache 
Buchstabenvertauschung diese Sätze gibt. Wir werden von dieser 
Bemerkung mehrfach Gebrauch machen, ohne besonders darauf 
aufmerksam zu machen. 

II. Aus (29) folgt 

, b 2 -f-c 2 -a 2 , . _ b 2 -f-c 2 -a 2 2bc-hb 2 4-c 2 -a 2 

cosA— _ T , l-\-cosA— H — — — — - — 

2bc 2bc 2bc 

_ (b + c 2 )-a 2 
2bc 



* Wäre B ein rechter Winkel , so hätte man, da eotB = 0 : 

b^a' + c*. 

d. h. den pythagoraischen Satt. Wäre aber A ein rechter Winkel, so wäre 

cos B = — , also hiesse die Gleichung: 

b' = a» + e»-2e'=a'-e*, 
was wieder derselbe Satz ist. Die (29) gelten also auch für das rechtwinklige 
Dreieck. 
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_ b*-Hc 2 -a 2 2bc-b 2 -cM-a 2 a 2 -(b 2 -2bc+c 2 ) 
1-coaA-l 2b " c - 2 bc ~ 2bc 

a'-(b-c) 2 
~~ 2bc 

Erinnert man sich nun, dass immerM 2 — N 2 =(M-4-N)(M— N), 
so hat man : 

(b-hc) 2 -a 2 (b + c + a) ( b 4- c — a) < 

1 + «»A = 2b - = — äb^ ' 

a 2 -(b~c) 2 (a-t-b-c) (a-b + c) 
l-co*A = ^ 2bc" ' 

d. h. [§.16 Formeln (23)]: 

„A (b4-c-ha)(b+c-a) _ . 2 A (a + b-c)(a- b + c) 
2cör 2= 2b^ > 28ln 2^ 2bc" 



A i/ (b + c + a) (b + c-a) 
cos-= V 



4bc 



(a + b-c) (a-b + c) 



2 r 4bc 

Man setze 

a+b-fc- 2s, also s = J( a + b " t " c )' 

so ist 

a-hb — c — 2s — 2c = 2(s — c), 
a--b-r-c = 2s — 2b = 2(s-b), 

b + c— a = 2s-2a = 2(s — a), 

also 

A -i/2s.2(s-a) \f & (s — a) 
C08 2 = V 4bc V ~~~ bc~~ • 

.A -1/2(8-0) 2(s^bj _ -t/(s ^b)(s-c) 
^2 =V 4bc" V bc ' 

woraus durch Division : 



, A */(s-b) (s-c) 
^2 =V ~i(r-"a)""- 



Also 
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.A i/(«-b)(»-c) . B •/(s-aHs-c) 



(s-a) (s-b) 

8in ^ = v —Tb 



COS- - V St(S ~ a) COS- -V S ~ ( i^- b) 

c0e 2~ V bc > c08 2 - y ac ' 



C t/s.(s — cj 
C08 2 ^V ^b— • 



(30) 



A i/(»-b) (s-c) B i /"(s — a) (s-c) 
^2" V s.(s-a) ^2~ V 8 . (s-b) 



, C i/(s-a) (s-b) „ 

worin die Formeln für die Winkel B und C aus deaen für A durch 
einfache Vertauschung folgen, übrigens auch unmittelbar bewiesen 
werden können. 

III. Zweiter Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem 
Dreieck verhalten sich die Seiten wie die Sinus der ihnen entgegen 
stehenden Winkel. 

Dieser Satz lässt sich aus dem ersten Hauptsatze leicht ab- 
leiten. Da nämlich 

sin A = 2 sin \ A cos \ A , 

so folgt aus (30): 

2 . 

sin'A = ^ V 8 ( 8 — a) (s — b) (s — cj, 

2 , , 

sinB = — V s(s - a) (s — b) (s - c), > (31) 

ainC ~^V* ( s — a ) ( s — b) (s — c), 

aus welchen Gleichungen durch Division unmittelbar folgen : 
b sinB b sinB a sinA v 
a sinA 1 c sinC c sinC* 

welche Gleichungen auch in der Form 



* Am genauesten wird die Rechnung immer mit der Tangente geführt, da 
diese sich am schnellsten Ändert. 
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b:a = ÄmB:*2wA, b:c = *2nB:*wiC, a:c = «nA:«nC 
geschrieben werden können. 

IV. Dritter Hauptsatz der Trigonometrie. InjedemDrei- 
eck verhält sich die Summe zweier Seiten zur Differenz dieser Seiten, 
wie die Tangente der halben Summe der entgegen stehenden Winkel 
zur Tangente der halben Differenz der nämlichen Winkel. 

Dieser Satz lässt sich aus dem zweiten leicht ableiten. 

Man hat nämlich nach (32) : 

b sinB b , «mB , b _ sinB 

— = -t— ri — +\=-t— r+1, 1=— -— 1; 

a sinA a sinA a sinA 

d. h. 

b4- a _ «iiB+«nA b— a _ sinB— sin A 
a sinA sinA 

Dividirt man diese Gleichungen durch einander, so hat man: 

0 . B-f-A B-A 

b-a «nB-«nA 0 B-4-A . B-A Lb v JJ 

2, cos — - — .sin — — — 

B+A 

B + A B— A 9 2 

= l 9~T~ C0t9 ~r~ = ~B~^Ä' 

t9 ~2~ 

d. h. 

b +• a:b - a = tg\{B + A):tg\{^ — A), 

b-hc:b-c^^4(B l +C):^K B — c )» 
.a-hc:a — c = ^i(A+C):^i(A—C); 

eben so: ] (33) 

a4-b:a — b = ^,i(AH-B):^J(A — B )> 
c4-b:c — b = <^}(C + B):<^(C-B), 
' c 4- a : c - a = tg \ ( C -f- A) : tg \{ C - A) , * 

worin die eine oder andere Form angewendet wird, je nachdem b>a 
oder a>b u. s. w. 



)it des Druckes wegen ist mehrfach die Form der Propor- 
tionen beibehalten, obgleich die einfache Gleichsetzung der Brüche die bessere ist, 
so dass also etwa 

c-ha _ t 9 \{C + k) 
c-a t<r\(C-A) 
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7 6 Umformungen der Hauptsätze. 

Aus dem ersten Hauptsatze folgen hiernach die beiden andern, 
ohne dass man auf geometrische Anschauung zurückzugehen not- 
wendig hat. 

§. 28. 

Umformungen der Hauptsätze. 

I. Ehe wir diese Sätze anwenden , wollen wir dieselben etwas 
umformen und einige Resultate daraus ziehen. Da immer 

A-f-B = 180°-C, KA + B) = 90 0 -JC, tg{{A + B)=^cotg{C, 

so hat man statt des dritten Satzes : 

&-b _ tgj(A-B) a— c _ foj(A- C) 
a+b" cotg\G * a-t-c~ cotg\B 

b-c _ tg\(B-C) 

b-f-c" cotg\A 1 

II. Eben so 

sin{(A+B)=co8 i iC, co*J(A4-B) = *mjC. 

Aus (32) folgt aber 

a ukA ^ c.sinB 
8inC 9 wnC ' 

also 

. c.(8inA-hsinB) 2c.8in^(A-{-B)co8i(A-B) /c llfV 
■* +b= iSiC --~—2-8inYC.C08{C (§ ' 16) = 

c.cos\C.co8\(A — B) _ c . co8\ (A — B) 
8in\0.co8\0 8in\G 1 

(a + b)«miC = c. cos\(A — B). 

Ferner: 

^ _ k _ c . (sinA — sinB) _ 2 c cos J (A 4- B) (A — B) 
sin C 2 J C co8\ C 

cgm}C.gmj(A — B) _ camj(A— B) 

«wJC^iC C08\C 9 

(a — b) cos \ C = c . *m £ (A — B) . 
Man hat also auch 
c8in{(A— B)=(a— b)<?o^C, b*mJ(A— C) = (a— c)co*JB, ] 

a*m$(B — C) — (b — c) <?o*$A, 
cco5{(A-B)=(a-hb)wwiC, bco4(A— C)=(a+c)6mJB, 
aco*J(B — C) = (b -f- c)*/wi A. 



(35) 
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Für a = b folgt hieraus c = 2a#m^C, wie in §. 26. Ans (35) 
folgen die (34) durch Division, so dass man also letztere Formeln 
in dieser Weise auch ableiten kann. 



III. An die Stelle der drei Gleichungen (29), die wir als eigent- 
liche Grundgleichungen anzusehen haben, kann man auch folgende 
drei setzen: 

A-f-B-f-C = 180°, a«t7iB = b*t'nA, c = acosB -t- beö*A, (a) 
die sich übrigens aus jenen ableiten lassen. 

Die zweite (a) ist die erste der (32) , also bereits bewiesen ; 
die dritte (a) ergibt sich in folgender Weise: Aus (29) ist 

. . b'-f-c'-a' n a 2 +c'-b a 

bcosA = - , arosB — , 

2c 2c 

woraus 

« u * b'-hc'-a'+a'-f-c'-b' 2c' 

2^ cosa -+- b cos A = — — — — = ==c. 

2c 2c 

Aber auch die erste (a) folgt aus (29). Denn aus den (29) 
ergeben sich die (30), aus denen man nun erhält (§. 14): 

. A-t-B-r-C .ABC A . B C 
8%n - = sin — C08 - €08 — -hcos — sin — C08 — 

A B . C . A . B . C 

-f- cos - cos -sin-- sin - sm — sin — 

— 8 ( 8 ~ b) (s — c) ^_ s (g — a) (s — c ) 
abc abc 
s (s — a) (s — b) _ (s — a) (s — IQ ( s — c ) 

abc abc 
s (s — c) c + (s — a) (s — b) c 
~~~ abl ' 

wenn man s,= tj(a-hb 4- c) einsetzt. 

Also ist nothwendig 
A + B + C 



2 

denn sonst müsste 
A-f-B-f-C 



= 90°, A + B-f-C = 180°; 



= 360° .+ 90°, A + B + C = 720° + 180° = 900°, 
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was geradezu unmöglich ist, da jeder der drei Winkel kleiner als 

180° seyn muss. 

IV. Aas den (a) folgen übrigens die (29) unmittelbar. Man zieht nämlich aus 
der dritten : 

c*=a* cos 1 B-f- b* eot' A 4- 2 a b cot A eot B = a J (1 - «in'B) 4- b* (1 -sin 1 A) 
4-2abco*Aco*B = a : + b : - a'#tn J B - b l #m s A 4- 2 ab co* AeotB. 

Aas der ersten folgt: 

eot (A 4- B) = — cos C , — cos C = co* A co« B — «in A #»'n B . 
Co« A cos B = «in A sin B - co* C , 

so dass 

c* = a 1 -+- b* — a'fin* B — b ! «in 1 A H- 2 ab «m A sin B — 2 a b cos C , 
c* = a J 4- b : — (annB — b sin A)' — 2 a b cos C , 
also da wegen der zweiten a «in B — b «in A = 0 : 

c z = a*4-b s - 2ab**C. 

Dann ans der dritten: 

aco«B = c — bco«A, »'«i'B = c s — 2bcco«A -h b* co«* A ; 
aus der zweiten a* tin'B = b J #m s A, woraus durch Addition : 

a 8 ^ c* - 2 b c Co.* A 4-b*. 

Eben so 

b'cos* A = c* — 2acco« B 4-a l co**B, b'tiri'A = a'tin'B, 
b* = c : — 2 a c cos B 4- a*. 
Diess sind aber die drei Gleichungen (29), ans denen die übrigen folgen. Die drei 
Gleichungen (a) sind übrigens, wie die Polygonometrie („ebene Polvgonom." §. 9) 
lehrt, die eigentlichen Grundgleichungen der Trigonometrie. 

Y. Man konnte jedoch auch die folgenden drei Gleichungen als solche aufstellen : 

c = a cos B + b cos A , b = a cos C 4- c cos A , a = c cos B 4- b cos C. (a') 

aus denen sich die (a) ableiten lassen. Bestimmt man nämlich aus den zwei letz- 
ten (a') die Werthe ron a und b , und setzt sie in die erste , so erhalt man : 

sin 1 C = cos 1 A 4- cos z B 4- 2 cos A cos B cos C , 
d. h. 1 = co**A 4- co« 1 B 4- co« 1 C 4-2 co«Aco«Bco« C. 

Nun ist (§. 16): 

2 cos j (A + B + C) cos J(— A + B + C) = co«(B 4- C) 4- cot A , 
2co«»_(A -- B + C)cmJ(A4-B - C) = *>t(B - C)4-co»A, 
woraus durch Multiplikation: 

4 co* ^ (A + B + C) cos i (— A + B + C) cos J (A — B 4- C) co« i (A + B - (') 
= cos (B-f-C) co« (B - C) 4- co* A [cos (B + C) + cos (B - C)] 4- co« 1 A = cos 1 B 

— «tn s C 4- 2 cos A co« B co« C 4- cos 1 A — 

— 1 4-co* , A4- co«*B4- co**C -f 2 co« A co« B cos C , 
d. h. also 

co** A 4- co« J B 4- cot 1 C 4- 2 cos A cos B cos C= 1 4- 4 co* | (A4-B4-CjX 
cos {(- A + B + C) cos J (A - B4-C)co«^(A4-B - C); 
setzt man dies in die oben gefundene Gleichung, so hat man: 
co« J (A 4- B 4- C) co*J (- A4- B 4- C) cot\ (A - B 4- C) cos \ (A 4- B - C) = 0. 
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zwischen 0° und 270°, mit Ausschluss dieser Gränzen ; die Winkel 

liegen zwischen — 90° und 180°, eben- 
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der hier vorkommenden Cosinus rauss also Null seyn, wozu gehört, dass 
der betreffende Winkel 90° ist. Denn da A t B, C je kleiner als 180°, so liegt 
A4-BH-C 
2 

A4-B — C A-B4-C B + C - A 

2 ' 2 2 
falls mit Ausschluss dieser Gränzen. 

Nun aber können die letzten drei Winkel nicht 90° sein. Denn wäre z. B. 

A ~ ° = 90 ü , A + B - C = 180°, A B = 180°+ C , 

so wäre A + B> 180°, und es würden die Seiten a, b des Dreiecks sich nicht 
schneiden, also das Dreieck unmöglich sein. Uebrigens müsste, wenn A + B 
= 180° H- C, ganz- eben so auch A + C= 180° -f- B , B + C= 180° -+- A sein, 
woraus durch Addition folgen würde: A -+- B -+- C = 540°, was unzulässig ist. 

Es bleibt also blos ^A-? ^ 90«, A + B + C= 180°, d. b. die erste (a). 
Ferner folgt aus (a') : 

b — a cos C 
c _ — f . 

cos A 

und wenn man diesen Werth in die erste (a') einsetzt: 

b — aeo*C = zcosBcos A + bcos*A , d. h. b«m 3 A = a cos A cos B 4- a cos C, 

* 

oder 

b sin* A = a cos A cos B — a cos ( A -h B) =• a sin A sin B , 
b sin A = a sin B , 

oder die zweite (a). 

Wir wenden uns nunmehr zur Anwendung dieser Formeln auf 
die Auflösung der Dreiecke. 

§• 29. 

In einem Dreiecke sind gegeben eine Seite und zwei Winkel, 
man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Da die Summe der drei Winkel = 180°, so kann man alle drei 
Winkel als gegeben ansehen. Sey ferner a die gegebene Seite, so 
hat man nach dem zweiten Hauptsätze: 

. sin B sin C 

b — a. — — , c = a . - . 
sinA sinA 

Aus den Formeln (35) folgt übrigens auch, wenn B>C: 

a«n|(B-C) . . a«wJ(B - C)" 
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woraus b — c, b-+-c gefunden werden, and man also b und c leicht 
erhalten wird. Rechnet man nach den ersten Formeln, so können 
die zweiten zur Kontrole dienen und umgekehrt. 

a = 379-5, A = 40°32'16", B = 75° 18'28", C = 64°9'16", 

also, wenn man nach den ersten Formeln rechnet: 

%a = 2*5792118 log* = 2*57921 18 

logsinB = 9*9855621 log sin C = 99542292 

E.%jwA = Q-1871204 E . log sin A — 0*1 87 1 204 

* logh = 2-7518943 logc = 2-7205614 

b = 564-7995 c = 525 4862 * 

Will man nunmehr die Formeln (35) zur Kontrole anwenden, so muss 
a«in|(B - C) = (b - c) eos\A, aco*»(B - C) = (b H- c) ein \ A 
seyn. Aber es ist 

» (B - C) = 5° 34' 36", !;A = 20 0 16'8", b -h c = 1 0902857 , b-c = 393133 

also log a = 2 57921 18 log (b - c) = 1 5945335 

log sin | (B - C) = 8 9875661 log cos\k = 9*9722387 

15667779 1-5667782 

log a = 2*57921 18 log (b -f- c) = 3*0375402 

log cos \ (B - C) = 9 9979396 log sin \ A = 9 5396109 

2 6771514 25771511 

so dass die Kontrole zutrifft. Es mag diess genügen , um zu zeigen , wie man in 
allen Füllen diese bequemen Formeln zur Prüfung der Rechnung benützen kann. 

§. 3(h 

In einem Dreieck sind gegeben : zwei Seiten und der von ihnen 
gebildete Winkel; man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Seyen a, b die gegebenen Seiten, a>b, und C also der ge- 
gebene Winkel. Aus (34) hat man : 

Hieraus findet man i(A — B), und da \ (A + B) = 90°— $C, 
so erhält man leicht A und B. Kennt man diese Winkel, so ergibt 
sich c aus : 

asinC 



c = 



sinA 9 



* Die Seiten sind natürlich alle in demselben Längenmasse ausgedrückt, 
also alle z. B. in Rutben, oder Fuss, oder Meter u. s. w. 
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Gegeben : zwei Seiten und der Ton ihnen gebildete Winkel. 8 1 

oder auch, wenn man lieber will, ans den Formeln (35). 

a = 564'8, b = 379'5, C = 64°9'16"; 
also }C = 32°4'38", a -+- b = 944 3 , a-b = 1853. 

}(A— B) = 17°23' 61" 



log (a — b) — 


2*2678754 


logcotg\C = 


0 2029092 t 


E.Zo#(a + b) = 


70248900 1 


logtg{(A — B) = 


94956746 


J(A-B) = 


17°23'6*1" 


loga, = 


2-7518947 


log sin C = 


9-9542292 


E.logsinA = 


0-0144377 


logc — 


2-7205616 


c — 


625-486 



durch Addition A=75°18'28'l" 
„ Subtraktion B=40°32'l 5*9" 

log(z-b)= 22678754 
log cos \ 0=9*9280541 



%c=2*7205613 
c= 525-486. 

* Man kann übrigens die Seite c auch unmittelbar berechnen. 
Es ist nämlich nach (29) : 

c 2 = a 2 4- b 1 — 2zbcosC. 
Man berechne nun den spitzen Winkel <p so, dass* 

* Das Einfuhren von Hilfswinkeln hat immer den Zweck, einen mehrgliede- 
rigen Ausdruck in einen eingliederigen zu verwandeln. Allgemeine Regeln lassen 
sich darüber nicht leicht geben, und es muss der Kunstgriff, der jeweils gemacht 
wird, durch Uebnng erlernt werden. Wir bemerken nur, dass man die Formeln für 
*m(a + b), cos (a + b) u. s. w. meistens benützt; eben so häufig von der Formel 

1 + *'* = dv ttWhaupt Ton 4 » to »- 16 «*•«"■«- 

macht. Wollte man in unserem Falle die Nothwendigkeit klar hervortreten lassen, 
so würde man schreiben : 

c ! =a»-bb i -2abco*C = a , + b I -2ab(l -2#tn»|C) (§. 16) 
= a l + b'-2ab-h4ab«V,iC = a z -2abH-b , 4-4abm t »C 

= (a - b) 1 + 4 ab sin- \ G = (a - b) 1 (l + ^^r) • 

, 4ab«n l lC , , M _ _ 

so dass also —. ~- =^ tg z 9 zu setzen ist, und man dann hat 

(a — b) ! 9 

c»=(a-b)«(l+^)=^ b A 

COS 9 

Daraus folgt c = + — — ™ . Da aber 9 ein spitzer Winkel, also cos 9 positiv ist; 

cos <p 

ferner c positiv sein muss, so hat man das obere Zeichen zn nehmen, wenn a>b, 

- 2sm\Vrt> . 

was wir auch vorausgesetzt haben, da wir tg 9 = — ^ — setzen und 9 spitz 

nahmen, wozu gehört, dass tg9 positiv, also a>b ist. 

Dienger, Trigonometrie. 6 



Digitized by Google 



82 Gegeben : alle drei Seiten. 

t9V = a _ J , a>b, 

80 18t 

4ab«7i'iC = (a-b)V<P> 

also 

c 2 =a , +b 2 -h2ab(l-c^C)-2ab=a 2 -2ab-r-b a +4ab«w 2 iC 
^ (a _ b)2 + (a ^ b)V ^ = (a _ b) a n+ ^ ] = ( a _^ j 

woraus 

c = , a>b. 

€08 q> 

Für obiges Beispiel: 

log2= 03010300 
logrin{G = 9-7251451 , , nn ^„»„ 

|ftj.= 1-3759473 %l*- h) = ™™" ' 
. 4b= 12896059 E '^ = W«gg- 

E .%(a - b) = 7-7321246 = ^ 16 

hgtgy = 0-4238529 c_^ö4öo. 

g> = 69°2l'7-2". 
Zur Kontrole kann man wieder (35) verwenden. 

§. 31. 

In einem Dreiecke sind alle Seiten bekannt, man soll die 
Winkel berechnen. 

Die Formeln (30) lösen die Aufgabe ganz unmittelbar. 

a = 9459*31 , b = 8032 29, c = 8242*58; • 

also 

s=i(a + b + c)= 12867-09, 
s-a = 340778, 

• s-b = 4834-80, 

s-c .= 4624-51. 



Die Formel 1 4- tg'gt = >»t bereits in §. 6 enthalten , ergibt sich aber 

cos <p 

auch sehr leicht wieder unmittelbar, da l+tg l q> =1+ !*g!g = C0 *'»- Hr tnV 

* cos*q> cos'v 



COS 9* ' 
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log (s-b)= 3-6843785, 
log(a — c)= 3 6650657, 
E.logs= 58905197, 
E . log(s - a) = 6 4675284, 

19-7074923 

logtg^ = 98537461 

^=35°31'47*37" 
A=7l° 3'34'74" 



%(s-a) = 35324716, 
log(B — c) = 3*6650657, 
E.logs = 5*8905197, 
E . log (s - b) = 63156215, 

19-4036785 

logtg~= 9701 83Ö2 

•f = 26 c 43'034" 
B =53° 26' 0*68" 



log(s— a) = 3*5324716, 
%(s-b)= 3-6843785, 
E.%s= 58905197, 
E.Zo^(s~c)= 63349343, 
19-4423041 

bfftffj- 9 7211520 

£ = 27°45'12-27" 
2 

C = 55° 30' 24*54". 

Die Summe A-f-BH-C — 179°59'59'96". 

Zu Uebungsbeispielen mögen folgende Angaben dienen: 

a -=164-9, b = 185.7, c = 126'4, A = 60°17'8", B = 77° 58' 33", 
C = 41°44'19"; 

r._7984, b=11227'2, c =9539-28, A=44° 14' 56", B = 70°8'33", 
C = 56°33'31"; 

a = 2313824, b = 10683*3, c = 10931 , A = 12° 13' 14", 
B = 77°46'46", C = 90°0'0"; 

a = 975, b = 845, c = 910, A = 67°22'48'5", B — 53°7'48'4", 
C = 59°29'231"; 

a = 54802, b = 55823*3, c = 29577*1 , A = 72° 35' 40", 
B = 76 0 24' 30", C = 30 0 59' 50" ; 
logvi = 41949091, logb = 4*1538831 , logc = 42664872, 

A = 65°24'19", B=; 48° 30 '94", C = 76°5'31*6". 

6* 
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84 Gegeben: eine Seite, ein anliegender und ein entgegenstehender Winkel. 

§.32. 

In einem Dreiecke sind zwei Seiten gegeben und ein Winkel, 
welcher einer der beiden Seiten entgegen steht; man soll, wo mög- 
lich, die fehlenden Stücke berechnen. 

Gegeben seyen a, b, A. 

Man hat zunächst aus (32) 

. b sinA 

81)1 D — — ~ . 

a 

Aus dieser Gleichung wird sich jedoch B nicht immer genau 
bestimmen lassen. Schlägt man nämlich aas den Tafeln den spitzen 

b 8tfi A 

Winkel auf, dessen Sinus = , so gibt es noch einen zweiten 

a 

Winkel, der mit dem gefundenen 180° ausmacht, dessen Sinus der- 
selbe ist (§. 10). Es kann sich aber ereignen, dass beide Werthe 
des Winkels B zulässig sind; alsdann hat man eben zwei Dreiecke, 
welche besonders zu berechnen sind. 
Ist nun 

a>b, so ist auch A>B, also gilt für B nur der spitze Winkel, 
a = b,„„ „ A = B , „ „ „ B „ „ „ „ 
a < b, „ „ „ A < B , 

alsdaun kann der spitze Winkel sowohl als der stumpfe gelten. 

Eine Doppeldeutigkeit kann also nur in dem Falle eintreten, 

wenn a<b. 

Fiele srnBoach unserer Formel > 1 aus, so wäre das Dreieck 
mit den gemachten Angaben unmöglich. Wir wollen nun einige 
Beispiele berechnen. 

1) a=415*64, b=325*54, A=68°42'. 

Zo#b=:2-5126044 

log8in A=9"9692720 B ^ ann ü * oss s P* tz se y n J man nat also nur 
TP 7™_>7.qqi9qo>7 einDreieck, das jetzt nach §.29 berechnet 

* - werden kann; darin ist nun a = 415 64, 

%smB=9'8631591 b=325'54, A=68°42', B=46°51'47*9"; 
B=46°51'47'9" mithin C = 64° 26' 121". 

2) a=212*5, b = 836 4, A=14°24'35". 

logb— 2*9224 140 j n diesem Falle gibt es also zwei Drei- 

log sin A— 9*3959449 eck«. Für das eine ist 
E.%a=7*6726411 a = 212*5, b = 836'4, A = 14° 24' 35", 
%,mB=9'9910000 B = 78°22'32*3", C = 87°12'52-7"; 
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für das andere : 

B= 78°22'32'3' a r=212*5, b = 836*4, A = 14°24'35", 
180°-B = 101°37'27*7" B = 101°37'27*7", C = 63°57'57*3". 

3) a=86*93, b = 918*54, A = 68°22'30". 

logb = 2*9630981 
log sin A= 9*9683034 
E.%a- 8*0608303 
logsinB — 10*9922318, 
also kein Dreieck möglich. 

Zur Uebung mögen dienen : 

{•7^0 1 O/OO.] // 
loMl'3li' 

a = 9459-31, b = 8032*29, A = 7l°3'34*7", B = 53°26W 
a = 56*73, b^ 876*24, A = 85° 23' 24*8", B unmöglich. 

§. 33. 

Geometrische Anwendungen; 

I. Will man den Flächeninhalt eines Dreiecks, dessen drei 
Seiten wie früher a, b, c sind, und denen die Winkel A, B, C ent- 
gegenstehen, berechnen, so hat man, wenn wie in §.27, h die Höhe 

ch 

des Dreiecks, also — die Fläche desselben bedeutet: 



2 



Fig. 1«. 




— — shiQ) h = a£2wB, 



a 



mithin ist diese Fläche 

♦ 

ac««B b c sin A ab am C 



2 ' 2 2 

wie sich nach (32) leicht findet. Diese Formeln geben den Flächen- 
inhalt durch zwei Seiten und den von denselben gebildeten Winkel. 
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Will man die Fläche durch eine Seite a und die Winkel erhalten, 
so ist 

c = einC a*mC 
a"«nA ,C "«nA' 

also die "Fläche des Dreiecks = ac ^ nB 

& 7 s itiB.8inG _ b 2 «nA.*mC_ c 7 «nA.«nB 
* ~ 2«nA ~~ 2«mß ~~ 2«nC * 
Will man sie endlich durch die drei Seiten ausgedrückt er- 
halten, so ist nach (31): 

tinB = — Vs(s - a) (s - b) (s - c), 
ac 

also die Fläche — Vs (s — a) (s — b) (s — c) 

— \ V(a + b4-c) (b + c-a)(a + c-b) (a + b-c). 

II. Es leitet sich hieraus leicht eine Formel zur Berechnung 
eines Vierecks aus seinen zwei Diagonalen und dem Winkel , unter 
dem sie sich schneiden , ab. 

ri *- 17 - Sey nämlich BC=d, AD=d', a der Win- 

C — ^ kel, also sein Nebenwinkel 180°— a, so ist 

Fläche des Dreiecks O AB = | x y sin a , 

„ OBD=U(d'-y)«na, 

n v i 

r< n n 

Fläche des Vierecks = $*ma[xy-t-x(d'-y) 
+ (d' - y) (d - x) 4- (d - x) y] = \ dd' sin a. * 




OCD^-i(d'-y) (d-x)*ma, 
OAC— \(d — x)y«wa. 



• Gesetzt, man solle in einem Walde eine vierseitige Flache von einem badi- 
schen Morgen = 400 Qaadratruthen abstecken , nnd lasse zu dem Ende zwei 
schmale Gänge AD, CB durchhauen (oder finde sie bereits vor) , die mit einander 
einen Winkel von 75J° machen. Der eine davon, AD, sey = 32 4 Ruthen , und 
solle nun die Länge des andern, CB, bestimmen. Also, wenn CB = x: 

32 4 x #w75° 30' 800 
2 = ™'* = mÄW»iF = ,M0,t 



Steckt man also , von dem gewählten Anfangspunkte C aus , eine Länge von 
25 50 R. =25° 5' 0" ab, so wird das Viereck ABCD genau ein Morgen gross seyn. 
Wollte man beide Gänge gleich lang machen , so hätte man , wenn BC = AD = x: 

2 r 9tn 75" öO 
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III. Gesetzt in dem so eben betrachteten Vierecke seyen je 
zwei entgegenstehende Winkel zusammen 180°, in welchem Falle 
bekanntlich um das Viereck sich ein Kreis beschreiben lässt Sey 
ferner « 

AB = a, BD = b, DC = c, CA = d, CAB = <p, CDB= ISO 0 - q>, 

so ist [§. 27 (29)] : 

BC , = a 2 -l-d 2 -2ad^,BC J ^b 2 4-c J -2bc6w(180 0 - 9 )), 
also 

a 2 -h d 2 — 2ad£0*qp~b 2 + c 2 H-2bccö*<p, 

a 2 -hd 2 - (b 2 + c 2 ) 
C08 »= 2(ad + bc)— ' 

a d sin cd 

Die Fläche des Dreiecks ABC ist aber s~^> die von 

n b c sin y 
BCD = 2^» also 

Fläche des Vierecks = - — ^— -sincp — — ~ — ~V 1 — C08 2 q> 

= V(l + C08<p) (1 — C08(f>). 

Z 

Aber 

- a 2 -4-d 2 — (b 2 +c 2 ) 2ad+2bc-ha 2 +d 2 -(b 2 -hc 2 ) 
T 2ad + 2bc 2(ad + bc) 

a 2 - 4-2ad+d 2 -(b 2 -2bc+c 2 ) _ (a-4-'d) 2 - (b - c) 2 
~ 2(ad + bc) 2(ad + bc) 

(a-hd + b — c) (a -h d — b- t-c) 
~ 2(ad + bc)~~ 

_ a 2 +d^-(b 2 4-b 2 j _ 2 ad+2 bc - (a 2 +d 2 ) +(b 2 -f-c 2 ) 

1 co8<p-\ 2ad + 25c - 2(ad + bc) 

_^ b 2 +2bc+c 2 -(a 2 -2ad +d 2 ) _ (b 4- c) 2 - (a - d) 2 
~~ 2(ad + bc) 2(ad + bc) 

(b + c-ha — d)(b + c — a + d) 
~ 2(ad + bc) 

also die Fläche des. Vierecks: 



ad+bci/p H-b-c+d) (a+c+d-b) -tAa+b-l-c-d) (b+c+d-a) 



2(ad4-bc) f 2(ad + bc) 

= {V(a-hb— c-t-d)(a— b+c+d)(a+b+c-d)(b-r-c+d-a). 
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Kreise b uad cm tu Dreieck «ad Tiereck. 



Setzt nun 

a-r-b-r-c — d = 2s, also a -r- b — c — d = 2(s — d), 
a + b-c-fd = 2(s~cj, a-b^c-rd-2(s — b), 
— a-rb + c-rd = 2(s- a), 
so ist diese Fläche: 



Y (s — a) (s — b) — c) (s — d). 
£s folgt bieraas, dass wie man auch die vier Seiten im Kreise 
an einander legen mag, die Fläche des entstehenden Vierecks immer 
dieselbe sey. 

IV. Man soll diejenigen Kreise bestimmen, die sich in and um 
ein Dreieck zeichnen lassen. 

Sey r der Halbmesser des ersten , des zweiten , so sind die 
Seiten des Dreiecks Tangenten an den ersten Kreis and Sehnen im 
zweiten. Daraas folgt leicht, dass die drei Halbirongslinien der 
Dreiecks winkel sich im Mittelpunkt des ersten treffen; zieht man 
sie, so wird das Dreieck in drei Dreiecke getheilt, deren Spitzen im 
Mittelpunkte sind ; nimmt man die Seiten des Dreiecks zu Grund- 
linien , so hat jedes r zur Höhe , und wenn folglich F die nach Nr. 1 
berechnete Fläche des Dreiecks ist, so hat man 

l.r + lbr + 4cr = F,r = r ^. 

Was den zweiten Halbmesser anbelangt, so werden die zwei 
nach A und B gezogenen Halbmesser mit einander einen Winkel 2 C 
machen, so dass (§. 26 ) : 

c abc abc 

c - 2f«nC, ? = = ZabrinC = 4F * 

V. Man soll den Halbmesser desjenigen Kreises finden, der 
sich um das Viereck in III. beschreiben lässt. 

Nennt man die Diagonale CB =x, so geht der Kreis, der sich 
um ACB beschreiben lässt, durch D, und umgekehrt, der Kreis um 
BCD geht durch A. Demnach ist, wenn r sein Halbmesser, derselbe 
bestimmt durch die Gleichung 

r = 2Äi'»= BAC - 

Ferner ist 

*/~ä in — ö~l a 2 + d 2 - (b 2 + c 2 ) 

i=Va'+d'-2ad«*¥, cob 9 = 2(ad + bc) — > 
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Flache des Paralleltrapezes aus seinen Seiten. 89 



)ad + (a 2 + d 2 )bc- (a 2 -f- d 2 )ad + (b 2 -f-c 2 )ad 



ad-f-bc 

W(a »+d 2 )bc4-(b 2 -T-c 2 )ad 
~~* ad-f-bc 

2 F 

Nach III. ist sin <p = — — r— . wenn F die Fläche des Vier- 

ad + bc 

ecks, also 



ad-f-bc W (a a + d')bc4-(b»H-c , )ad 
r ~ 4F V ad + bc 

= TZ VLa^+"bcj"[(a J +d J )bc-f-(b 2 +c 2 )ad] 

# 

l - 

— TT V (ad-f-bc) (ab-f-cd) (bd + ac). 
4r 

VI. Man soll die Fläche eines Paralleltrapezes aas seinen vier 
Seiten berechnen. 

Sey AB CD ein Paralleltrapez , dessen «f • 18 - 

parallele Seiten AB = a, CD = b seyen (wo vT v 

a > b angenommen wurde), die nicht paralle- / \ \ 

len Seiten seyen AC=c, BD=d; ferner h Z L \ 

die Entfernung der Parallelen. Durch C 
ziehe man mit BD die Parallele CE , welche AB in E treffe. Als- 
dann ist AE = a — b und die Fläche des Dreiecks ACE nach I. gleich 
Vs(s-c) (s — d) (s — a + b), wenn 2s = c + d -f-a — b; da die- 

selbe aber auch = (a — b) — ist , so hat man 

Ca - b)h = 2V r 8(8-c)C8-d)(s-a + b), 

Da die Fläche des Trapezes gleich (a + b) — ist, so erhält 

man für dieselbe 

a -f- b 



a-b 



Vs(s — c) (s — d) (s — a-f-b). 
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90 Aufstellung der pojygonometrischen Grundgleichungen. 



Setzt man 2ff=a + b + c + d, so ist 
2s = 2(a-b), 2(s-c)=2((7-b-c), 2(s-d) = 2(a— b-d), 

2(s — a + b)=2(ff — a), 
so dass die fragliche Fläche gleich 

Vcö^'äHa - b) (er - b - c) (a - b - d). 

a — b 



Anhang. 

Aufstellung der polygonometrischen Grundgleichungen. 

§• 34. 

Projektion. 

- 

Fi *- l9 - I. Fällt man von den Punkten 

A und B der begränzten Geraden 
AB auf die (unbegränzte) Gerade 
CD Senkrechte, AE, BF, so heisst 
die Entfernung EF der beiden Fuss- 
punkte die Projektion von AB 
auf CD. E ist die Projektion von A, F von B, die Punkte vonEF 
sind Projektionen der Punkte von AB. Denkt man sich einen Punkt 
beweglich und lässt ihn von A nach B laufen , so durchläuft seine 
Projektion die Gerade EF von E nach F hin ; lässt man den Punkt 
von B nach A sich bewegen, so bewegt seine Projektion sich von 
F nach E , also in dem entgegengesetzten Sinne von vorhin. Nennen 
wir die eine Richtung positiv, so wird also die andere als negativ 
zu bezeichnen seyn (§. 10). 

Wir werden nun die Projektionen von Geraden auf CD als 
positiv ansehen, wenn sie in der einen Richtung, als negativ, wenn 
sie in der entgegengesetzten Richtung sich erstrecken. * 

Projizirt man z. B. die Geraden 12 (d. h. die von 1 nach 2 
gezogene Gerade), 23 , — , 89 auf die Gerade OA, so werden die 



• Die Projektion ein und derselben Geraden kann positiv oder negativ seyn, 
je nachdem die Gerade durchlaufen wird. Künftig wird der Sinn , nach welchem 
dieses Durchlaufen stattfindet, festgestellt seyn. 
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Fig. 20. 




Projektionen von 12, 23, 34, 45, 56, 67 positiv, die von 78, 89 
negativ seyn, wenn vorgeschrieben ist, dass man die Geraden nach 
der Ordnung der Ziffern zu durchlaufen habe. 

II. Um den Winkel festzustellen, den AB (Fig. 19) mit CD 
macht, werden wir durch den Anfangspunkt der Geraden AB, 
d. h. durch den Punkt, von dem aus die Bewegung des Durchlaufens 
beginnt, eine Parallele mit AB nach der Richtung hin ziehen, nach der 
die positiven Projektionen gerechnet werden. Von dieser Parallelen 
aus bewegen wir uns im Drehungssinne: rechts nach links, bis wir 
auf AB treffen. Der so durchlaufene Winkel (zwischen 0 und 360° 
gelegen) soll der Winkel von AB und CD heissen. 

Ist also A Anfangspunkt, so ist« der fragliche Winkel; ist 
B Anfangspunkt, so ist er ß. Das festgestellt lässt sich nun leicht 
beweisen, dass die Projektion von AB auf CD immer = AB 
cosq> ist, wennqp allgemein der so eben bestimmte Winkel (der Rich- 
tungswinkel) ist. Dabei ist das gehörige Vorzeichen (H- oder—) 
schon durch die Formel ausgedrückt, da <p im Falle positiver Pro- 
jektion zwischen 0 und 90° oder 270° und 360°, im Falle negativer 
aber zwischen 90° und 270° liegt. Der Beweis dieser Behauptung 
in den einzelnen (vier) Fällen ist nach dem Seitherigen so einfach, 
dass wir ihn dem Leser überlassen können. 

III. Ist OB auf OA senkrecht (Fig. 20) und man projizirt die 
Geraden 12, 23, .... auf OB, so werden wir die von O nach B 
gerichteten Projektionen als positiv, die entgegengesetzt gerichteten 
als negativ behandeln. Dabei muss bemerkt werden, dass wir auf 
OA auch die von O nach A gerichteten Projektionen als positiv 
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Linienzug. Richtungswinkel. 



ansehen , nnd dass ferner, wenn man sich von OA gegen OB dreht, 
man den rechten Winkel in demselben Sinne durchläuft, in dem wir 
oben die Richtungswinkel (die in der Figur w heissen) zählten. 

Hat <p dieselbe Bedeutung wie in II, so ist die Projektion 
einer Geraden MN auf OB gleich MN 8in<p t wo auch wieder 
das gehörige Zeichen von selbst beachtet ist. * 

§. 35. 

Linienzag. Richtungswinkel. 

I. Sind eine Reihe aufeinander folgender Punkte durch Gerade 
verbunden, und zwar der erste mit dem zweiten, der zweite mit dem 
dritten, u. s. w., so bilden diese Geraden einen Linienzug. So 

Fig. 22. 




Fig. 21. 



• Für einen der vier möglichen Fälle wollen wir den Beweis führen, da näm- 
lich 9 zwischen 180° und 170° liegt Sind MS, RN parallel OA, PN, QM parallel 

OB, so ist die (negative) Projektion von MN auf OA 
gleich — PQ - — NU , die (negative) von MN auf 
OB gleich - RS = - TN. Aber (§. 2B) NU = MN 
cos MNU = MN cos ( 9 - 180°) = — MN cos 9 , 
TN = MN sin TMN = MN sin(<p - 180°) = — MN 
sin 9. Also sind die Projektionen von MN: auf OA 
gleich — NU = MN cos g> , auf OB gleich - NT = 
£ A MN sin 9. 
Dabei ist aber wesentlich festzuhalten, dass der Winkel q> in demselben 
Drehungssinne zu rechnen ist , den man einhalten muss , um von der (positiven) 
OA zur (positiven) OB zu gelangen und dabei nur 90° zu durchlaufen. (Man 
könnte auch von OA nach OB in anderer Richtung gelangen , aber dabei müsste 
man 270° durchlaufen. Würde <p in diesem Sinne gerechnet , so würden unsere 
Formeln nicht gelten.) 
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bilden also die Geraden 12, 23, ,89 einen (zusammenhängen- 
den) Linienzug. Die Richtungswinkel der einzelnen Geraden 

(§. 34, II) seyen w t , w 2 , , w 8 , wobei wir die Geraden alle nach 

der Ordnung der Ziffern durchlaufen, und OA, OB die zwei bereits 
oben betrachteten Senkrechten sind, auf welche wir nachher den 
Linienzug projiziren wollen, und wo die Richtungen O nach A, O 
nach B die positiven Richtungen der Projektionen vorstellen. Wir 
wollen, der Bequemlichkeit wegen, diese Richtungen durch „links 
nach rechts", „unten nach oben" bezeichnen. 

Die Winkel des Linienzugs, die wir mit A 2 , A 3 , bezeichnet 

haben, sind so bestimmt, dass wir in dem Durchschnittspunkte 
(z. B. A 2 ) von der vorhergehenden zur nachfolgenden Geraden (also 
von 12 nach 23) uns in demselben Sinne bewegen, wie wir die Rich- 
tungswinkel rechnen. Die Winkel w und A können von 0 bis 360° 
gehen. Die Längen der Seiten des Zuges bezeichnen wir durch 

a i > a 2 > 

II. Betrachten wir nun einen bestimmten Punkt des Zuges (Eck- 
punkt), den wir durch n bezeichnen wollen, so werden für die Lagen » 
der zwei benachbarten Punkte n — 1 und n -+- 1 in Bezug auf die 
durch n mit OA parallel gezogene Gerade im Ganzen sechs Fälle 
möglich seyn, die sich zu je zwei in drei Gruppen bringen lassen. 

Erste Gruppe. Die beiden in n zusammenstossenden Seiten 
befinden sich oberhalb der gedachten Parallelen. Dabei sind selbst 
die folgenden zwei durch Figuren dargestellte Fälle möglich. 

Fig. 23. 




An, 

Die zwei durch a und ß angedeuteten Winkel machen zusammen 
180° aus. Aber es ist in der ersten Figur: 
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also 



« = 360°-w B __ 1 , ^w B -A„ 
360° — w n _, + w„ - A„ = 180° 
w n - w n _, +A n — 180°. 
In der zweiten Figur : 

a = 360°^., , ß = 360°- A„ + w„, 
also 360°- w n _, 4- 360°- A n + w n = 180°, 

w n = w,_, + A n - 180°- 360°. 

Zweite Gruppe. Die beiden in n zosammenstossenden Seiten 
befinden sich unterhalb der gedachten Parallelen. Hiebei hat man 
die folgenden zwei Fälle : 

Tig. 24. 



'"X. fr 




flri 





Für die erste Figur ist : 
w B _ t + A. + «=180°, a = 360°-w B , 

w n _, + A„ + 360°— w n = 180°, w n = w„_, + A n - 180°+ 360°. 
Für die zweite: 

w„-, + a= 180°, a = A„— w a> 
w n _ t + A n - w n = 180°, w a = w n _, + A n - I80 9 . 
Dritte Gruppe. Die eine der zwei in n zusammenstossenden 
Seiten befindet sich oberhalb, die andere unterhalb jener Parallelen. 
Dies gibt nachstehende zwei Fälle: 

Fip. 25. 
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Für die erste Figur: 

w n _, 4- a = 180°, a = A„ — w n , 
w n _, + A B - w n = 180°, w n = w n _, 4- A n - 180°. 
Für die zweite : 
a-f-0=18O°, a = 360 0 -w n _ l , 0=w n -A n , 
360°- w^, 4- w n - A B = 180°, w B = w B _, + A„— 180°. 

Diese sechs Fälle erschöpfen offenbar alle möglichen. Es folgt 
daraus, dass man immer hat: 

w n = w„_, 4- A n — 180°, oder w n = w n _ t + A n - 180° 4- 360°, 

oder w.rrw.^ + A. — 180° — 360°. 
Man kann diese drei Fälle in einen zusammenziehen, indem 
man setzt: 

w n = w n _, 4- A n - 180° + m n .360°, (a) 
worin m„ entweder =0, oder 4- 1 , oder — 1 ist 

III. Die Formel (a) gilt nun für alle Punkte. Fängt man mit dem 
Punkte 2 an und schreitet bis zum Punkte n fort, so erhält man 
nach einander folgende Gleichungen: 

w 2 =w t 4-Ä 2 -180°-f-m 2 .360°, 

w 3 =w 2 -t-A 3 — 180° 4- m s .360°, 

w 4 = w 3 4- A 4 - 180" 4- m 4 .360°, } (b) 



i 



w B = w n _, 4- A n — 1 80 0 4- m„ . 360 ( 

worin m 2 , m 3 m n jedes entweder 0, oder -Hl, oder — 1 ist. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist n — 1. Man addire dieselben, so 
werden die Grössen m 2 .360°, m 3 .360 0 ...., m n .360° zusammen 
eine ganze Anzahl von 360° (positiv öder negativ) oder auch 0 aus- 
machen, so dass man ihre Summe =r.360° setzen kann, wo r 
entweder 0, oder eine ganze (positive oder negative) Zahl ist. So 
zieht man aus (b) : 

w 2 4- w 3 4- w A -K... + w n = w t 4- w 2 4-....4-w B _i4- 
A 2 + A 3 + ....4-A n -(n-l) 180°+r.360°. 
Lässt man beiderseits die Summe w 2 4-w 3 4- w 4 4-....w n _, 
weg, so erhält man endlich: 

w n = w 1 4-A 2 4-A 3 H-A 4 4-....4-A n -(n-l)180°4-r.360°. (c) 
Diese Gleichung zeigt, wie man w B aus w t und den bis zum 
Punkte n vorkommenden Winkeln finden kann. Da r eine ganze 
Zahl ist, so folgt aus (c): 
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«nw a =*tfi[w 1 4-A 2 4-A 3 4-A 4 4-.. .. 4- A n — (n— 1)180°], 
cos w n — cos K 4- A, 4- A s 4- A 4 4- . . . . 4- A n - (n - 1 ) 1 80 °], 

Setzt man in diesen Gleichungen nach einander n=2, 3,4...., 
so hat man : 

www, = sin (w, +A 2 - 180°), 
C08W 2 =C08(w t 4- A, — 180°). 
«Viw 3 = sin (w t 4- A 2 4- A 3 - 2 . 180°) , 
coaw % — cos(w t 4- A 2 4- A 3 — 2 . 180°). 
*mw 4 — sin(w l 4- A 2 4- A 3 4- A 4 — 3 . 180°) , 
co$w 4 +cö«(w t + Aj + A 3 4- A 4 — 3. 180°), 
u. s. w. 

d. h. endlich, wenn man auf die bekannten trigonometrischen For- 
meln achtet: 

sin w 2 = — sin (w t 4- A 2 ) , \ 
cosw 2 = — cos(w t 4- A 2 ), 
sinvr 3 = +sin(w t 4- A 2 4- A 3 ), 
co* w 3 = 4- co*(w 4 -f A,+ A 3 ), 
«nwj — — sin (w t 4- A 2 4- A 3 4- A 4 ) , 
coäw 4 = — 4- A 2 4- A 3 4- A 4 ), ) ( e ) 

w»Wj — 4- «n(w 4 4- A 2 4- A 3 4- A 4 4- A 5 ), 
eosw 5 = 4- co«(w t 4- A 2 4- A 3 4- A 4 4- A 5 ), 



«nw 9 = ± «n(w, 4- A 2 4- A 3 4- .... 4- A n ), 
co8W n = ± co8(w t ± A 2 4- A 3 4- .... 4- A a ). 

worin das obere (4-) Zeichen gilt, wenn n ungerade, das untere 
(— ) Zeichen dagegen, wenn n gerade ist. 

§. 36. 

Die Grundgleichungen der Polygonometrie. 

I. Schliesst sich der Linienzug, d. h. fallt der letzte Punkt mit 
dem ersten zusammen, so entsteht ein Vieleck. Dieses hat 
übrigens hier eine sehr allgemeine Gestalt, da die einzelnen Seiten 
sich ganz wohl durchschneiden können. 

Hat das Vieleck nSeiten, so hatte der Linienzug n4~l Punkte, 
wo allerdings der n 4- 1 Punkt mit dem ersten zusammenfällt. Die 
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WinkeL des Vielecks sind A 2 , A s , . . . , A n und im Pankte 1 jetzt 
A t ; die Gleichung (c) des vorigen §. gilt natürlich immer noch. 

Denkt man sich die Sache so, dass man anfanglich n+2 Pankte, 
also n4-l Linien im Zug gehabt hätte, und lässt n 4-1 mit 1, 
n -f- 2 mit 2 zusammenfallen , so hat man unser Vieleck wieder und 
es ist A.-h^A! , w n+ , = w,. 

Erste Grundgleichung. Aus (c) folgt, wenn man diese 
eben gemachte Annahme zulässt: 

w n+l = w t 4-A, 4-A 3 4-.;.4-A n 4-A. +1 — n. 180° 4- r. 360°, 

d. h. da w n+ , = Wj , A n+ , = A t : 

0 = A 1 +A 1 4-...4-A n -n.l80°4-r.360°, 

wo r eine (positive oder negative) ganze Zahl. Also ist allgemein 

A 1 4-A, .4-A„ = n. 180° — r. 360°. (A) 

Diess ist die verlangte erste Grundgleichung. Für gewöhnliche 
Polygone (deren Seiten sich nicht durchschneiden) ist r= 1, wenn 
die A die inner n Winkel sind. 

II. Projiziren wir die Seiten des Zuges auf OA, so sind die 
(mit den gehörigen Zeichen genommenen) Projectionen : 

a t cosw t , aj coswj , 

Dabei ist nun auch a t cosw t 4- a^ cosw 2 die Projektion von 13; 

a t cos w t 4- a, C08w 2 4- a, cosw t die Projektion von 14; ; 

agcoswt + ... + a n w*w a die Projektion von 1 (n-t- 1), ebenfalls 
mit dem gehörigen Zeichen genommen, wie sich wohl unmittelbar 
ergibt. 

ajw'nffp a^ sinw 2 , sind die Projektionen der Seiten 

auf OB; a t sin w t 4-a, sin w, 4- . . . 4-a„ «nw, ist die Projektion von 
1 (n 4- l) anf OB. 

Machen wir wieder die frühere Annahme von n 4- 2 Punkten, 
von denen der n-hl mit 1, der n -f- 2 mit 2 zusammenfällt, so wird 
jetzt die Linie 1 (n 4- 1) zu Null. Also sind ihre Projektion auf OA 
und OB ebenfalls Null. Man hat folglich 

a t cos w t -h a, cos w, 4- .. . . 4- a^cos w„ = 0 , j ^ 
^ sin w 4 4- aj sin w 2 4- .... 4- a,««»?,, = 0. | 

Diene er, Trigonometrie. ^ 
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98 Zweite und dritte Grundgleichung. 

Zweite Grandgleichung. Man multiplizire die erste 
Gleichung («) mit coavr t9 die zweite mit *inw it und addire, so 
ergibt sich: 

a t -ha, cos (w 2 — w t )-ha3 cos (w 3 — w t ) + .... 4- a„ cos (w n ~ w t ) =0, 
d. b. da 

w.— w t =A, 4-A 3 -t-...-f-A,-(s-l)180 Ä +r.360°, 
cos (w. — w 4 ) = ± coa (A 2 4- A 3 4- . . 4- A.) , 
wo das obere Zeichen gilt, wenn « ungerade, das untere, wenn s 
gerade, so hat man: 

a t — a, cos A 2 4-a, cos (A 2 + A 3 ) — a 4 cos (A 2 4- A s 4- A 4 ) 4- 

±a a cö«(A 2 + A 8 4-....4- A B ) = 0. (B) 

Dritte Grundgleichung. Multiplizirt man die erste (a) 
mit «hwj , die zweite mit coäw 4 und subtrahirt, so folgt: 

a 2 sin (w 2 — w t ) 4- a, sin(w 3 — w t ) 4- -4- a n sin (w n — w t ) =0, 

oder da sin (w, — w t ) = 4 (A 2 4- . . 4- A,), wo das obere Zeichen 
gilt, wenn s ungerade, so hat man: 

a 2 sinAj — a, sin (A 2 4- A 3 ) 4- a 4 sin (A, 4- A 3 4 A 4 ) — . . . . 

±a n «n(A 2 4- A a -+-...4-A«) — 0. (C) 

Die Gleichungen (A), (B), (C) sind die drei Grundgleichungen 
der ebenen Polygonometrie. [Vergleiche die (3) in IV.] 

Für n = 3, also ein Dreieck, heissen sie: 

A 1 4-A 2 -f-A 8 =3.180°^r.360°, (r = l), 
^ — aj cö*A 2 H-aa <?o*(A 2 + A 3 ) = 0, 
a 2 «mA 2 — a, sin (A 2 +A 3 )=0, 
und sind die Gleichungen (a) in §. 28. 

III. In den drei Grundgleichungen kommen die Richtungswinkel 
nicht mehr vor; es ist daher auch ganz gleichgiltig, in welcher Weise 
man die (Hilfs-) Linien OA, OB gewählt hat. Es ist somit auch 
eben so gleichgiltig, in welchem Sinne die Winkel A t , A a , 
. . . des Vielecks gezählt werden, nur muss diess für alle 
in derselben Richtung geschehen. Man kann sich hievon 
auch ganz unmittelbar überzeugen. Sind nämlich diese Winkel ein- 
mal nach einer bestimmten Drehungsrichtung gezählt, und man 
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wählt nun die entgegengesetzte Richtung, so verwandeln diese 
Winkel sich sämmtlich in 360° — A, so dass man zu setzen hat: 

n.360°-"(A 1 +A 2 +..4-AJ=n.l8O°-r.360°, 

A, 4-A, 4-..4-A n =n.l80°-f-r.360°, 

was wieder die (A) ist, indem dort r positiv oder negativ sein kann. 

In (B) bleibt Alles ungeändert, wenn man 
360°-A 2 , 360°-A s , .... 

für 

"^2 * -^3 » • • • • 

setzt; in (C) wechseln alle Glieder ihr Zeichen, die Gleichung bleibt 
also thatsächlich dieselbe. 

IV. Da es frei steht, jeden Eckpunkt des Vielecks zum erstes cu machen, so 
ist selbstverständlich, dass die Gleichungen (B) und (C) in anderer Form auftreten 
können. So wird man auch finden , dass 

a m — a m +i cos A B+l 4- an»+ 2 cos (A m +i 4- A m+ i) — 
+ Om-i tos (A B+ i 4- ... 4- A m _i) = 0 , 

a, a +i sin A m+ i — a m +s w» (Am+i -f- A m -f-2) 4- 

+ am— i sin (Am+i "4- ... 4- A m _i) = 0 , 
wo die Art des Fortgangs der Formeln (Durchlaufen des Vielecks vom Punkt© m 
aus bis zum Punkte m — 1) wohl klar ist. 

Dies« Formeln leiten sieh aber aas den (B) und (C) unmittelbar 
ab. Um diese Behauptung zu erweisen, wollen wir die Gjrundglcic hungern in 
folgender Form schreiben: 

(- 1)* a 1 4- (- 1) 3 a 2 cosA z 4- (- l) 3 a, cos (A t 4- A,) 4- 

4- (- 1)" a n cos (A, 4- ... 4- Ad) = 0, 
( - l) 3 a, sin A 3 4- (- 1) 3 a, sin (A, 4- A 3 ) 4- 

4- (— l) n a„ **» (A : 4- . . . 4- A„) = 0. 

Multiplizirt man von diesen Gleichungen: die erste mit cosA if dio zweite 
mit sin A x und subtrahirt sie; sodann die erste mit stnA, , die zweite mit cos A 4 
und addirt, so ergibt sich: 

(-l) 1 a 1 eo5A 1 4-(-l) , a,co«(A 1 4-A,)4-(-l) 3 a 3 co*(A 1 4-A,4-A,)4-... 

4-(-l) n a„*>*(A 1 4-...4-A„)==0, / 
(_l)X««A 1 4-(-l) , a a sin(A 1 4-A,)4-(-l)"a,sm(A 1 4-A l 4-A a )4-...( 

4- ( - l) n Bm sin <A t 4- . . . 4- A„) = 0 , 
welche Gleichungen die zwei Grundgleichungen (B) und (C) vertreten. 

Man multiplizire nun die erste Aet{9) mit cos(A l 4- . .. 4- A m )* die zweite 
mit fltf»(A t 4- . . . 4- An) und addire beide, so ergibt sich: 

7* 





Digitized by Google 



100 Flache des Vielecks. 

(— 1) * at cos (A, -+- . . . -f- A m ) + (— l) 3 a, cos (A 3 H- . . . -h A ro ) -f- . . . 

H- ( - l)"— 1 Om-i co* A m -f(- l) m a m + (-l) ra + l wi co* A m -ui + . . . 
. -H (- l) n a„ cos (A m+ , -h . . . -+- An) = 0. 

Da aber aus (A) folgt 

cos (A, ■+- . . -+- A m ) = co* [n . 180° — (Am+i H-...H- A._i)] 
= (— l) n C0*(A m +i -+- . . . H- Ai_i), 
so ergibt sich , wenn man nur anders ordnet : 

(_ i)«» a «4-(- l) m+1 a m +i cos Am+i . . . . ■+- (- l) n a„ cos (A ra +j + . . . A„) 
H- (— l) n+l a t cos (Am+i H- . . . -t- A t ) -h . . . . 
+ a m -i cos (A» + i + ...H- A m _,) = 0, 

woraus, wenn man mit (— l) m dividirt, sofort die erste (ß) folgt. 

Multiplizirt man die erste (5) mit *tn(A t •+•.... H- A m ), die zweite mit 
co*(A t -f-...-r- Am), nnd subtrahirt dann die beiden Gleichungen, beachtet 

überdiess dass 

«n(A, + . . . + Am) = (-1)— 1 «n(A B+ , + . . . A._,), 

so erhält man 

_ ( _ a m +i sin A m -+-i — ( — l) m + 2 am+2 sin (A m + X -+- A m +s) — 

— (-])" an sin (A m +i -+- . . . A„) ■+■ (- l) n a t sin (A B+ i -+- . . . 4- A t ) 
-f- (— l) n+1 a a sin (A m +i ■+■ . . . A,) -+- . . . 
-h (- 1)»+»-* am_, *tn(A m+ i 4-..- A n -i) = 0, 
woraus, wenn man mit (-l) m diridirt die zweite (fi) folgt. 

Die Anwendung diesor Formeln findet sich in meiner „ebenen Polygonometrie". 
(Stattgart» Metzler.) 

. ■ 

§•37. 

- 

Fläche des Vielecks. 

Wenn wir von der Fläche eines Vielecks sprechen, so können 
wir jetzt nur Vielecke betrachten , deren Seiten sich nicht durch- 
schneiden. Alsdann kann man A t , . . . ', A n als die in n er n Winkel 
des Vielecks annehmen, da diese sämmtlich in demselben Sinne ge- 
rechnet sind. Diess wollen wir nun auch thun. Dabei wollen wir 
die Eckpunkte des Vielecks in solcher Ordnung wählen, dass wenn 
man sich über den Umfang, nach der Ordnung der Ziffern hinbewegt, 
die Drehung in entgegengesetzter Richtung vor sich gehe , als die 
ist, nach der die Winkel gerechnet werden. 

Diese Annahmen sollen im Folgenden festgehalten sein. Sie 
sind in der Figur vorausgesetzt, wo der Pfeil die Richtung angiebt, 
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Fig. 26. 
6 




nach der die iiinern Winkel gezählt sind (rechts nach links drehend) 
und das Vieleck in der Ordnung der Ziffern entgegengesetzt (links 
nach rechts) durchlaufen wird. 

II. Von dem Punkte 1 aus wollen wir auf alle andern Punkte 
Gerade ziehen, wodurch das Vieleck (von n Seiten) in n — 2 Dreiecke 
zerlegt wird , deren Summe den gesuchten Flächeninhalt ausmacht. 
Diese Dreiecke sind aber theils als positiv, theils als negativ anzu- 
sehen. Um uns hierüber bequem ausdrücken zu können, wollen 
wir eine Gerade sich bewegen denken so, dass ihr einer Endpunkt 
immer in 1 bleibe, ihr anderer aber den Umfang des Vielecks, von 
2 bis n, durchlaufe. Diese Gerade beschreibt (überläuft) alle 
einzelnen Dreiecke. Dreht sie sich nun, während sie ein bestimmtes 
der Dreiecke (z. B. 167) beschreibt, in einem Sinne, der der Pfeil- 
richtung entgegengesetzt ist, so wollen wir das Dreieck als ver- 
kehrtläufig geordnet erklären; dreht sie sich dagegen in dem 
Sinne des Pfeiles (wie bei 134), so soll das Dreieck als recht- 
läufig geordnet bezeichnet sein. 

Diess vorausgesetzt, sind in der Summe alle verkehrtlänfig ge- 
ordneten Dreiecke als positiv, die andern als negativ zu betrachten. 
Für unsere Figur ist also die Fläche gleich 
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123 - 134 + 145 - 156 + 167 + 178 + 189 + 19 10 

+ 1 10 11-1 11 12. 

Dieser Aasspruch wird durch ein aufmerksames Verfolgen der 
Bewegung der beschreibenden Geraden sich sofort als richtig heraus- 
stellen und wir wollen daher eine weitere Erläuterung desselben 
nicht geben. 

HI. Betrachten wir nun ein positives Dreieck, z. B. 167, und 
nehmen die Linie 76 (in der Richtung 7 nach 6) als die eine der 
zwei Geraden, auf die wir in $. 35 projizirten, nämlich für die dor- 
tige OA, so muss die dortige OB, die durch 7 geht, in ihrer posi- 
tiven Richtung von 7 gegen 1 gewendet seyn, damit der Winkel 
AOB in demselhen Drehungssinne gerechnet sei , in welchem die 
Winkel des Vielecks gezählt sind. (Dass diess immer der Fall ist, 
wo auch sonst das Dreieck liege, wird leicht zu übersehen sein.) 
Daraus folgt sofort, dass die Projektion des Zuges 78... 1 auf OB 
positiv und gleich der Entfernung des Punktes 1 von 67 ist. 

Wählen wir nun ein negatives Dreieck, z. B. 134, und nehmen 
wieder 43 als positive Richtung der früheren OA (von 4 nach 3), 
so muss die positive Richtung der früheren OB, die durch 4 zu gehen 
hat, diessmals dem Punkte 1 abgewendet sein , damit wieder AOB 
in der Pfeilrichtung durchlaufen werde. Daraus folgt, dass die 
Projektion des Zuges 45..« 1 (auf OB) negativ, sonst aber der 
Entfernung des Punktes 1 von 34 gleich ist. 

Berechnen wir in den beiden Fällen die genannten Projektio- 
nen, so haben wir für das Dreieck 167 die Projektion von 78.. . 1 
auf die durch 7 gehende, nach 1 gewendete Senkrechte zu finden. 

Da hier das frühere w, = A y , so ist (§.36, II) die fragliche 
Projektion: 

a r sinA 7 — a 8 «n(A T -I- Aq) ■+• ... ±. & iJ sin(A 1 -+» ... H- A 12 ), 
wie sich aus Ansicht der Formeln (e) in §. 35 sofort ergibt. 

Für das Dreieck 134 ist eben so die Projektion: 
a 3 «nA, — a 4 sin(A 3 H- A 4 ) 4- .. ± a u *m(A 3 + . .. + A i2 ), 
deren Werth aber negativ ist. 

IV. Die Entfernung des Punktes 1 von 67 ist die Höhe des 
Dreiecks 167; das Produkt dieser Entfernung in 67 also die doppelte 
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Fläche des Dreiecks. Da die Entfernung gleich der oben berech- 
neten Projektion, so ist also die doppelte Fläche: 

a 6 [a, einAj — a 8 s/n(A 7 4- A 8 ) 4- — ± B i3 sin(A J 4- ... 4- A^]. 

Für das Dreieck 134 ist die Höhe gleich der mit entgegenge- 
setztem Zeichen genommenen oben berechneten Projektion. Dess- 
halb ist die doppelte, aber negativ genommene Fläche : 

a 8 [a 4 «nA 4 — a 5 «2n(A 4 4- A 4 ) 4- ... ± a it sin(A l 4- ... + A^)]. 

V. Da nun bei der Berechnung der Fläche alle verkehrtläufig 
geordneten Dreiecke als positiv, die rechtläufig geordneten als ne- 
gativ anzusehen sind, so ergibt sich aus dem Seitherigen ganz un- 
mittelbar, dass 

die doppelte Fläche eines n Ecks gleich 
aj [a 3 sin A s — a 4 sin (A 3 4- A Ä ) 4- . . . 
± a n sin (A 3 4- ... 4- A n )] 
4- a 3 [a 4 sin A 4 — a 5 sin (A 4 4- A 5 ) 4- . . . 

± a n sin ( A 4 4- . . . 4- A n )] 
4- a 4 [a 5 sin A 5 — a 6 sin (A r> 4- A 6 ) 4- . . . (D) 

± a ü shi (A 5 4- ... 4- AJ] 
4- • * 
4- a n ^[a.-i«rcA B -, — a.nnCA,,.., 4- A n )] 

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Winkel A 2 , . . . die innern 
Winkel des Vielecks seyen, und dass die Eckpunkte derart mit 
1, 2, 3, . . . , n bezeichnet seyen, dass wenn man den Umfang des 
Vielecks nach der Ordnung der Ziffern durchläuft, man sich in einer 
Richtung drehe, die der entgegengesetzt ist, in der die Winkel 
(nach §.35) gezählt sind. Da diess aber immer der Fall ist, so- 
bald die Winkel die innern sind, so hat man also zur 
Formel (D) nur die Bedingung zu setzen, dass die Winkel 
die innern des Vielecks seien. 
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Vierter Abschnitt. 

* • 

Umformungen. Auflösung trigonometrischer 

Gleichungen. 

§. 38. 

Einführung von Hilfswinkeln. 

Ein Punkt, den wir hier besonders noch in*s Auge fassen 
wollen , betrifft die Anwendung der Einfuhrung von Hilfswinkeln, 
wovon wir in der zweiten Auflösung des §. 30 ein Beispiel gesehen 
haben. Die Auflösung einer Reihe weiterer Beispiele mag über das 
dabei einzuhaltende Verfahren, das sich in allgemeine Regeln nicht 
gut fassen lässt, weitern Aufschluss geben. 

1) Man soll 

x = &[co8acosß -h 8ina8inßco8y] 
durch logarithmische Rechnung finden. 

Man bestimme den Winkel <p so, dass * 

tg<p = tgaco8y, <p zwischen 0 und 180°, 

also 

. sin w . cos a 

sinacosy — tncp.cosa — - , 

C08 (f 

so ist 



(8inq>.co8a.einß\ 
C08CCC08ß-\ I 
cos (p J 



a.cosa 



r a 'ül *C08aC08(<f—ß) 

[cos <pcosß + sin <p sm ß] = — — . 



€08 (p COS(p 

Durch Einführung zweier Hilfsgrössen kann man x übrigens 
auch auf eine andere Form bringen. Bestimmt man nämlich r und 
ip so, dass 



* x = *cosci[cosß+tgacosysinß\ und cos ß -+- tg 9 sin ß = cos ß H - 

COS 9> 

cos 9 cosß + sing> sin ß cos {9 — 8) . 

— 1 l — 1 so dass tgacosy = tgq>zix setzen ist. 

cos 9 COS<p 

Wir erinnern hiebei, dass jede Grösse einer Tangente oder Cotangente gleich 
gesetzt werden; einem Sinus oder Cosinus aber nur, wenn sie kleiner als 1 ist 
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Tsinxp = cosa> TC08\p = 8inacoay, 

so ist 

x = ar [sin \pcosß + sin ß cos\\>\ = ar sin (\p -4- ß). 

Zur Bestimmung von r und bat man: 

cotqa cosa , sinacosy . . A , , 0rtll 

to\p= — — , r=- — , oder r— ti> zwischen 0 und. 180°. 

9 cosy sinxp cosxp 

2) Man soll 

SLsinasinß -f- b cosa cos ß cosy 

logarithmisch berechnen. Man bestimme den Winkel <p (zwischen 
0 und 180°) so, dass * 

. b 

cotg (p = — cotg a cos y , 
a 

also 

, a cos <p sin a 

bcosacosy = f , 

stntp 

so ist 

. . 0 zcosysinacosß 

&8inasinß + b cosa cos ßco8y = *sina 8inß H —. 

8tn (p 

&8tna r . _ m 3L8inaco8(a> — 0) 

= — [smasinß -4- cosq> cosß] = : — — — . 

8inq> r sintp 

3) Man soll a + b oder a — b berechnen, wenn man bloss die 
Logarithmen von a und b kennt, d. h. also aus log a , logb soll man 
logi^-hh) oder log {8k — b) suchen, wo*a> b und beide Grössen 
positiv sind. 

Man bestimme den Winkel g> so, dass 
so ist 

log(&+b) = log[b(tg 2 (p -+- l)]=-log — 5— = logb — 2 log cos <p. 

cos (p 

* zsina sinß + b cos a cos ß cosy = &sina[sinß + — cotg a cosy cosß] 

= a sin a [sin ß 4- cotg g> cos ß] = & [sin a sin ß -+- cos ß] 

SM q> 

( sin <p sin ß -+- cos g> cos ß\ a sin a cos (<p — ß) 

— & Stil et I ; I = ; . 

V sing» / sin<p 

Dabei ist cos (9 - ß) = cos (ß - g>) 
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Man bestimme weiter \p so, dass 



D 

sin'tp — — , o = a,sin t//, 
a 

so ist 

log (a — b) — log [a (1 — sin * \j>)] = logsi H- log cos 2 

— log a -h 2 log cos 

Die Gaussischen Logarithmentafeln, wie sie zuerst in der 
„Monatlichen Korrespondenz" XXVI. Band, S. 498 ff. veröffentlicht 
wurden, sind bekanntlich zu dem Zwecke konstruirt, aus loga, und 
logh den log (a -f- b) uod log(i — b) zu erhalten. 

4) Man soll 

a.sina — b sin ß 

— —r-.~=^ 

a.8tna -f- osinp 

»zur logarithmischen Rechnung bequemer einrichten. 
Man bestimme (p so, dass 



so ist 



bsinß . . a . 
tycp — — : — , bsinß = &8inatg<p, 
a sin « 

^ _ zsina ~ asmatgy 1 - tgtp = . 
b8ina + 2L8inatg<p l+tgtp JK VJ> 



wenn <jp<45°; ist y>45°, so ist diese Grösse = —tg(<p — 46°). 

Biese Beispiele mögen genügen , da wir ohnehin bei den An- 
wendungen Gelegenheit haben werden, weitere beizufügen. In vielen 
Fällen mag die unmittelbare Berechnung wohl eben so schnell zum 
Ziele führen; namentlich dann aber werden diese Umformungen von 
wesentlichem Nutzen seyn, wenn man bloss die Logarithmen der 
vorkommenden Grössen kennt und natürlich also das Aufschlagen 
der Zahlen zu vermeiden wünscht. Wir wollen nun noch einige 
Beispiele von Auflösungen sogenannter trigonometrischer Gleichun- 
gen anführen, die zugleich zu weiterer Erläuterung des Vorgekom- 
menen dienen werden. 

Einige allgemeine Bemerkungen mögen hier noch beigefügt werden. Will man 
einen Hilfswinkel g> einführen dadurch, dass man 

sin 9> = A oder cot 9 — A 
setzt, wo A eine bekannte Grösse ist, so rauss der Werth von A nicht über 1 hin- 
ausgehen. Da, wenn A positiv ist, die erste Gleichung zwei zwischen 0 und 180° 
liegende Werthe von p gibt (die zusammen 180° ausmachen) , so wäre man im 
Zwoifel, welcher zu wählen sey; in diesem Falle muss man sich für den einen oder 
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andern entscheiden — in der Regel wird diess für den kleineren geschehen. Die 
zweite Gleichung bestimmt den zwischen 0 und 180° liegenden Winkel g> vollkom- 
men; istA>0, so liegt *> zwischen 0 nnd 90°, ist dagegen A<0, so liegt g> 
zwischen 90° und 180°. 
Soll dagegen <p aus 

tg<p — A oder eotg g> = A 
•bestimmt werden, und man nimmt g> zwischen 0 nnd 180°, so kann A einen ganz 
beliebigen Werth haben. Ist dabei A>0, so liegt g> zwischen 0 und 90°; ist da- 
gegen A<0, so wird man g> zwischen 90° und 180° erhalten. Wollte man g> 
etwa aus 

8in z <p — A, oder eos % g> — A 
bestimmen, so mässte A positiv und nicht > 1 seyn; q> wäre dann zwischen 0 
und 90° enthalten. Sollte dagegen g> aus 

tg z q> — A , oder cotg* g> = A 
bestimmt werden, so mttsste A positiv seyn, und man würde <p zwischen 0 und 90° 
nehmen. 

§. 39. 

Auflösung trigonometrischer Gleichungen . 

1) Aas der Gleichung 

asinx -f- bcosx = c 
soll x bestimmt werden. 

Man bestimme den zwischen 0 und 180° liegenden Winkel q> 
so, dass 

b , a.sinq> 
a cos <p 

so ist 

asinw cosx 
awnxH = c, 

COS(f 

asinx cos (jp + a sin (pcosx = c.coscp 
a sin (x + (p ) = c . cos <p 

. , . CCOSto 

sinyx -h y ) — — . 

a 

Aus dieser Gleichung erhält man allerdings sin{x+<f). Schliesst 
man alle ausserhalb 0 bis 360° liegenden Werthe von x+<p aus, so 
wird, wenn «Vi(xH-y) >0, x + y im ersten oder zweiten, wenn 
«*«(x+9)<0, x + y im dritten oder vierten Quadranten liegen.* 



* Ist 9»<90° und «n(x + 9»)>0, so liegt, wie gesagt, x-H* Im ersten oder 
zweiten Quadranten; dabei könnte es sich aber ereignen, dass der so erhaltene, 
im ersten Quadranten liegende Werth von x-f-9> kleiner als g> wäre alsdann wärt; 
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Man erhält also immer zwei gleich mögliche Werthe von x. Wäre 

c cos q> 

— > 1 , so wäre die Aufgabe unmöglich. 

a 

Sey z. B. 

* log a = 2 8734276 , log b = 1 '8727342 ( - ), log c = 2*2473402. 
log b = 1 8727342 ( - ) hgc- 2*2473402 

E.logz = T 1265724 log cos (f = 9*9978462(— ) 

logtgg> = 8 9992066 ( — ) E . log cos a — 71265724 

<p = 174° 17' 54*5" %*m(x4-y)=9-3717588(-) 

13°36'49*2" 
<1 93° 36' 49*2" _i 19°18'54-7" 
X + 9 ~ \ 346°23' 10*8" ' X ~~ \ 172° 5' 16*3". 
Die beliebige Zufugung von 360° wäre natürlich gestattet, in- 
dem auch a«h(x + n. 360°) 4- b cos (x -+- n . 360°) = c , wenn 
amn x 4- b cos x = c ist (§. 10). 
Die Gleichung 

aco*(x 4- a) 4- bcos (x 4- ß) = c 

kommt auf 

(a (?ö«a + b cos ß)cosx — (zsina -f- b «n 0) «V» x = c , 
also auf die obige, zurück. Dasselbe gilt offenbar von den Glei- 
chungen 

a*m(x -f- a) 4- bsin (x 4- ß) = c, a#m(x 4- a) 4- bco*(x 4- 0) = c. 

2) Aus der Gleichung 

cosn x 4- co« (n — 2) x = cosx 
die zwischen 0 und 360° liegenden Werthe von x zu ermitteln. 
Man hat (§.16): 

C0*nx4-C0*(n — 2)x = 2co«(n— l)xco*x, . 
demnach ist obige Gleichung 

cosx — 2co8(n — l)x.co«x, 
und ihr wird Genüge geleistet , wenn 

co*x = 0, oder 2co*(n— l)x= 1 , cos(n~ l)x = J. 



x negativ. Wollte man den negativen Werth von x vermeiden , so braucht man 
ihm bloss 360° zuzuzählen. 

Ist *>>90° und «n(x4-9>)>0, so wird der eben erwähnte Fall eines nega- 
tiven x sicherlich für x 4- g> < 90° eintreten ; er kann aber auch für x 4- v > 90° 
eintreten. Will man die negativen Wickel vermeiden, so wird man sich natürlich 
wie so eben helfen. 
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Die erste dieser zwei Gleichungen verlangt, dass x = 90° 
oder 270°; die zweite dagegen, dass (n als positive ganze Zahl vor- 
ausgesetzt) : 

( n _ l) x = 60°, 300°, 420°, 660°, 

( n -2)360 0 -h60°, (n-2)360°+300°, 
woraus die Werthe von x folgen. (Ausser den zwei ersten, für 
welche cos(n — 1) x = \ t erhält man die übrigen durch Zufügen von 
360°, 2 . 360° u. s. w. Bis zu (n — 1) 360° + 60° wird man nicht 
gehen, da sonst x > 360° wäre. (Vergl. §. 23. S. 62.) 

3) Man soll aus den zwei Gleichungen 

x$m(a — z) = a, xsin(ß — z) = b 
die Werthe von x und z bestimmen, wenn a t a, ß, b bekannt sind. 
Die Addition dieser zwei Gleichungen gibt: 

x [sin (a - z) 4- sin (ß - z)] = a + b , 

d. h. 

2x*m[}(« + ß) - z]co8±(a - ß) = a + b. (§. 16.) 
Eben so die Subtraktion : 

x [sin (« — z) - sin (ß - z)] = a - b , 

d. h. 

2xcos + ß) — — ß) = a ~ b - 

Dividirt man beide Gleichungen, so hat man: 

tg [J (« + ß) - z] cotg i (a - ß) = , 

worin, wenn a—ß negativ seyn sollte, tgb(a—ß) durch — tg\(ß—a) 

zu ersetzen ist (§. 16). Setzt man noch 

b u , a + b 1 + foff 4 „( , ,iko\ 
V* = 7 ,b = afry,^ = rr ^ = fr(iP + 45) 

so ist 

*7 ß (« + ?)-*]== & + 45°) tg\(a- ß). 
Aus dieser Gleichung ergibt sich \(a+ß)— z (immer mit zwei 
Werthen, die um 180° verschieden sind), also auch z. Kennt man 
nun z, so findet man x aus den Gleichungen 

a b 
X ~*w(«-z) sin(ß-z) y 

oder auch 
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110 Auflösung ron Gleichungen, in denen Bö^kd rorkommen. 

a -f- b a — b 

Wären bloss die Logarithmen von a und b gegeben, so würde 
man natürlich die erstem Gleichungen bequemer anwenden. 

Die Gleichungen 

xcos(a — y) = a, xcos(ß — y) = b 

kommen auf die frühem zurück, wenn man setzt: 

y = z-90°. 

§• 40. 

Auflösung Ton Gleichungen, in denen Bögen vorkommen. 

Bereits in §. IS haben wir Kreisbögen, mit einem Halbmesser 1 
zwischen den Seiten eines Winkels beschrieben, durch das Zeichen 
arc bezeichnet Ist x der Winkel , so ist die Länge des Bogens, 
mit dem Halbmesser 1 : 

wenn x in Graden gegeben ist, 

gleich ^, log^ = 8 2418774 - 10; 
wenn x in Minuten gegeben ist, 

^ ch mrw> ^isoö = 64637261 - 10: 

wenn x in Sekunden gegeben ist, 

^ h l8Ö^ü' ^1807^60 = 46865749 - 10 - 

L Wir wollen nun annehmen, man lege uns die Gleichung 

arcx = 2sinx 

zur Auflösung vor. Es tritt diese Frage dann auf, wenn man in 
einem Kreis diejenige Sehne sucht, welche den zu ihr gehörigen 
Kreisausschnitt halbirt. Ist nämlich x der Mittelpunktswinkel, r 
der Halbmesser, so ist r.arox die Länge des Bogens, also \ t x arcx 
die Fläche des Ausschnitts; die Fläche des von der Sehne und bei- 
den Halbmessern gebildeten Dreiecks ist Jr 2 *mx, also muss 
}r*artfx — r**mx, arex = 2Hnx 

seyn. 
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Die Gleichung are x = 2 sin x. \\J 



Um diese Gleichung zu lösen, verfährt man in folgender Weise : 
Gesetzt man kenne zwei nur wenig von einander verschiedene 

Winkel a und ß(ß>a) so beschaffen, dass 

arc a — 2 sin cc und arcß — 2 sinß 

von verschiedenen Zeichen sind, so wird der gesuchte Werth von x 

nothwendig zwischen a und ß liegen. * 

Man wird nun setzen können 

x = a + u, 

wo die Grösse u klein im Verhältniss zu a ist (also z.B. nur wenige 
Minuten oder Sekunden beträgt). 

Der Annahme nach hat man also : 

arc (a -f- u) — 2 sin (a + u) = 0. 
Ferner ist offenbar 
arc (« -f- u) = arca + arcxx , sin (a + u)= sinct + ar£U£o$a, 
wenn man C0«u = l, smu = arcu setzt (§. 18), was man beiläufig 
darf. Demnach ist 

arca -f- arcu — 2sina ~ 2arcnco8a — 0 

arcu [1 — 2co8a] = 2sina — arca 

2sina — arca 

arcu = — , 

1 — 2 cos a 

* Sey z. B. die Grösse arca —2rina negativ, are ß — 2 sinß positiv; ferner 
wird, da arcx sowohl als2«tnx sich mit x nur allmälig ändern, die Grösse 
arcx — 2 sinz auch sich mit x nur allmslig ändern. Da nun für x=a diese Grösse 
negativ für x = ßQ>a) aber positiv ist, so wird sie, wenn man x von a bis ß all- 
mälig wachsen läset, einmal durch Null gehen, d. b. es wird einen Werth von x 
zwiscbeoa und ß geben, für den are x — 2 sin i = 0 , also arcx = 2 sin x ist 
Gerade diesen aber suchen wir. 

Wir setzen dabei x nur positiv voraas. Würden wir auch negative Werthe 
zulassen, so gäbe es noch einen zweiten Werth , der dem ersten gleich, aber 
negativ wäre. 

Uebrigens ist auch für x =0: arc x = 2 sin x ; diesen Werth aber wollen wir 
nicht weiter beachten. 

Unsere Auflösung setzt vorans , dass man zum voraus zwei Gr&nzen kenne, 
zwischen denen x liegt. Diese selbst hat man durch Probiren zu finden, was kei- 
neswegs sehr schwer ist. Man hat zu dem Ende ja bloss die zwei (z. B. um 1° ver- 
schiedenen) Werthe a und ß zu suchen , so beschaffen , dass 

2sina>arca t 2sinß<arcß 

ist. 
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Die Gleichung arc x = 2 sin x. 



aus welcher Gleichung beiläufig arcu, also auch u gefunden wird. 
Ob nun der wahre Werth zwischen a und a + n, oder o + n und ß 
liege, entscheidet sich durch die Zeichen von 

arca — 2*ma, arc(a + u) — 2«n(« 4- u), arcß — 2sinß; 
sind die zwei ersten Grössen von demselben Zeichen, so wird x 
zwischen a + u nnd ß liegen ; sind sie von entgegengesetztem Zei- 
chen, zwischen a und a + u, immer unter der Voraussetzung, dass 
a -+- u < ß. Man hat jetzt zwei nähere Gränzen von x, mit denen 
man in derselben Weise verfahrt 

Man findet für a = 108°, ß = 109°, wenn man die Tafeln für 
die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen benützt: 



arc 100° =1*74533 
arc 8° = Q'13962 
arc 108° = 1*88495 
%2 = 0*30103 
log sin 108° = 9*97821 
0*27924 

2Wwl08° = 1*9021, 



arc 100° =1*74633 
arc 9° = 015708 
arc 109° =1*90241 

%2 = 0*30103 
logain 109° = 9'97567 
0*27670 

2 sin 109° =1*891, 



also 



arc 108° - 2 «n 108° < 0 , arc 109° - 2sm 109° > 0 , 

d. h. x zwischen 108° und 109°. Mithin: 

2ain 108° — arc 108° 
arCU ~ l-2coalÖ8~ 

%2 = 0*30103 
%co* 108° = 9*48998 (-) 
9*79101 (-) 

2 co« 108°=- 0*61803 
1-2 co* 180° = 1*61803 
2sm 108° - arc 108° = 0*0172 

Es ist nunmehr : 

orcl00° = 1-7453292 
arc 8° = 0-1396263 
arc 36' =0-0104720 



00172 nAln£? 

arcu= r6i8ö =0 ' 0106 ' 

n zwischen 36' und 37' also unge- 
fähr x=108°36', so dass man 
vermuthet, es liege x zwischen 
108°36'und 108°37'. 



arc 100° =17453292 
arc 8°= 01396263 

arc 37' =0*0107629 

arc 108°36' = l'895427ö arc 108° 37'= 1*8957184 
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Die Gleichung are x = 2 »in x. 113 

Ug2 - 0 2010300 log2 = 0*3010300 

%*ml08°36' '= 9-9767022 foff*ml08°37 / = 99766597 

02777322 02776897 

2«nl08°36' = 1*895536 2sml08°37' = 1 895535. 

Da somit 

arc 108°36' - 2sin 108°36' < 0, arc 108°37 / - 2sin 108°37 / > 0, 

so liegt x zwischen 108°36 / und 108°37'. Man setzt also jetzt 
a=108°36' und hat: 

logcosa = 9-5037353 (-) 
log 2 = 0-3010300 

9 8047653 (-) 
2 cosa= -0-6379187, 1 - 2cosa = 1*6379187, 
_ 1-895536 — 1-895427 _ 0000109 
arcri - 1-6379187 1*6379 ' 

- 

also wenn man n in Sekunden hiernach logarithmisch berechnet: * 

logarcxk" = 0*82315 -5 
5*31442 
1*13757 
u = 13-72". 

Also beiläufig x= 108°36'13". Man hat 1 08 °36' 13"= 390973", 
mithin wenn man arc 108° 36' 13" logarithmisch berechnen will 
% 390973 =5921468 log 2 = 0*30 1 0300 

46855749 Zog*ml08°36'13" =9*9766930 
Zo^arc390973"=027772l7 log 2 sin 1 08 °36'1 3"= 0*2777230 

Z<#390974= 5-5921479 %2=0*3010300 
46855749 %*ml08°36' 14" =9*9766923 
Zo^arvj 390974"= 0 2777228 %2*m 1 08 °36' 14" =02777223, 
also arc 108°36' 13"- 2sin 108°36' 13" < 0, 

orcl08 0 36 / 14"-2«nl08 0 36'14">0, 
d. h. der gesuchte Winkel x liegt zwischen 

108°36'13"und 108°36'14". 



* Es ist wenn a die Anzahl Sekunden eines Winkels: 
log are a = log a -+- 4*6866749 - 10, 
log a = log are a + 5 3144261. 

Dienger, Trigonometrie. 8 
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114 Die Gleichung art x = » Hn 2 x \ *. 

2) Sey vorgelegt : 

welche Gleichung wir ebenfalls lösen wollen. * 

Zunächst hat man wieder zwei Werthe von x , a nnd ß, zu 
suchen, für welche 

arca — \sin2a — {n, arcß — \sinß — \it 
von verschiedenen Zeichen sind. Alsdann setzt man 

x = a-t-u, 

sodann 

C08ü=l t sin u = arc u , *m2u = 2atvn, 

und hat: 

arc(a 4- u) = \sin{2a + 2u) 4- 

d. h. 

crtva 4-ar<?u = \sin2a -+- arc u . co* 2 a 4- f rr 

arca — ^m2g — \n _ \8in2a + \it — arca 
cos2a~\ \—c082a 

nach welcher Formel arcu erhalten wird, und u sodann leicht ge- 
funden werden kann. 

Der ganze Rechnungsmechanismus ist nun der folgende, wobei 
wir wieder Tafeln von arca benützen wollen. 

arc 66° = 1*1519173 
arc 67° = 1 1 693705 

logain 132° = 98710735 logain 134° = 9*8569341 

E.%2 = 9-6989700 E.log 2 = 9*6989700 

0*5700435 — 1 0 555904 1 — 1 

{*in 132° = 0*3715724 \sin 134° = 0*35967 

{n = 0*7853982 {n = 0*78539 

1 1569706 1 14506 



* Man findet diese Gleichung, wenn man einen Viertelskreis durch eine Senk- 
rechte auf einen der zwei begränzenden Halbmesser halbiren will. Würde etwa in 
der Figur 13 man sich einen senkrechten Halbmesser auf CG in C denken nnd es 
sollte AFG = i der Kreisflache seyn, so wäre GCA = x und alsö 

» i in *n t*arex t'sinxeotx r ! 'in2x 

Au«ch»,tt GAC = AFC = — — = — — , 

d. h. mithin: * * - T —^^ = ~ , cwex — \sin2x = 

oder arcx = i*tn2x-|- — . 

4 
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Die Gleichung are x sin \ x = 1 . 115 

arc66 0 <i«nl32°n--iff, arc67 0 >J«nl34°-l-{;r, 

« = 66°, ß = 67°. 

cos 132° = - 0-6691306, 1 - cos 132° = 1*6691306 

1 1569706 -1*1519173 50533 AnnQAO 

arcu = = = 000302 , 

16691306 16691306 ' 

u zwischen 10' und 11'. 

arc66°= 1*1519173 arc66°= 11519173 

arc 10' = 00029089 arc\ 1' = 0*0031998 



arc 66° 10' = 1 1548262 arc66° 11' = 11551 171 

%«/»132°20'= 98687851 logsin 132 °22'= 9*8695548 
E.%2 = 9-6989700 E.%2 = 9*6989700 

0 5677551-1 0*5675248-1 
\*in 132°20'= 0*36961 96 {«Vi 132°22'= 0*36942 

\n = 0*7853982 £* = 0*78539^ 

1 1550178 1 15482 

« = 66°10'/J = 66°11'. 

cos2a - - 0*6738726, 1 - cos2a = 1*6738726, 

1*1550178 - 1*1548262 A AAA1 , _ 
arCU = 2*6738726 = 0 0001145, 

u zwischen 23" und 24"; also x = 66° 10' 23", auf Sekunden genau. 

3) Man habe die Gleichung: 

arcx.8in\x— 1. * 

Hier ist also 

arc[a + u] 8tn[\a + Ju] = 1 , 

[ar<?a H- arcu] [*m£a + {ar<?uco«{«] = 1, 

oder wenn man arc'u vernachlässigt: 

arc asin\a + arc u [sin^a + {arca cos\ a] = 1 

1 — ar<*««nia 

arc u = . 

sin { a -r* 4 ct>*$ « arc u 



• Man erhÄlt diese Gleichung, wenn man sich die Aufgabe stellt, in einem 
Viertelskreis einen Ton einem Endpunkte aus gerechneten Bogen zu bestimmen, 
so, dass seine Sehne, wenn man sie verlängert, bis sie den Halbmesser des andern 
Endpunkts des Viertelskreises trifft, mit ihrer Verlängerung dem Bogen gleich sey. 

8* 
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■ 

Gegeben: a, B, b — c. 



Rechnet man nach diesem Schema, so ergibt sich 

x = 84°53'38'8". 

Zur Uebnng mögen dienen: 

arcx = co8x i x = 42°20'47'2"; 

arcx = sinx + Jtt, x = 132°20'47-2", 

arcx = sinx + \n % x = 149° 16' 27*0''; 

arcx = \tgx, x= 66°46'54'2". 

(Euler, introductio II.) 



Fünfter Abschnitt. 

Bestimmung eines Dreiecks aus Verbindungen 

einzelner Stücke. 

§. 41. 

Wir haben im dritten Abschnitte gesehen , in welcher Weise 
ein Dreieck zu berechnen ist, wenn gewisse Stücke in demselben 
bekannt sind. Die dort als gegeben angesehenen Stücke waren 
jeweils nur einzelne Seiten und einzelne Winkel. Es kann aber 
auch der Fall eintreten, dass die gegebenen Stücke nicht einfach 
Seiten und Winkel, sondern Verbindungen mehrerer Seiten und 
Winkel sind, oder dass weitere Grössen bekannt sind, die das 
Dreieck geometrisch vollkommen bestimmen , so dass es auch ana- 
lytisch muss bestimmt werden können. Wir wollen , ohne uns in 
weitere allgemeine Erörterungen einzulassen, an einer Reihe von. 
Aufgaben zeigen, wie man hier zu verfahren hat 

1) In einem Dreieck ist gegeben eine Seite a, ein ihr anliegen- 
der Winkel B, und die Differenz der beiden andern Seiten; man soll 
das Dreieck berechnen. 

Die beiden andern Seiten sind b und c; wenn nicht gesagt ist, 
welches die grössere der beiden sein soll, so ist die Differenz b — c 
positiv oder negativ zu nehmen, so dass wenn a die gegebene Diffe- 
renz, man hat 

b — c = +ß, 

1 

* 
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Gegeben: a, B, b — c. 117 



Nun ist [§. 27 (32)] : 



b= — — — , c = 



«nA ' sinA * 

mithin, da sicherlich A + B + C= 180", C = 180° -(A + B), 
0mC = K»(A + B): 

b-c= -Ar l« W B-«w(A+B)]=:a =f 

«tnA v 7 Ä . A A 



2 sin— cos— 



a cos ^B 4- ww y a<?os ^) 
~ TÄ Ä ~ Ä 

Sin— COS ~ cos — 

— — aco*B + a«nB^Y» 

d. h. 

+ a = — aco*B -+• a$mBty — , 



ACOsB + a 



2 a«nB ' 

woraus , da ~ < 90°, der Winkel A bestimmt werden kann, voraus- 

gesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung positiv ausfalle. Ist 
also z. B. B stumpf, so kann bei a bloss das obere Zeichen gelten, 
da natürlich dann b<c ist u. s. w. Ist nunmehr A bestimmt, so 
kennt man in dem Dreiecke eine Seite und* alle Winkel und kann 
dasselbe nach §. 29 berechnen. 

Sey etwa a = 173, B = 56° 25' 13", b > c, « = 27, so ist 

slcosB = 95*686, acoaB + «= 122686, 
%(aco*B + a) = 20887950, %a*mB = 2*1587521 , 

Zo^^ = 9*9300429, ^ = 40° 24' 18*5", A = 80°48'37'1". 

Waren beide Grössen acosB-ha, acosB — a positir, so gäbe es zwei Werthe 

von , also auch zwei Dreieeke ; in dem einen (a mit dem obem Zeichen) wäre 

b>c, in dem andern b<c. Es versteht sich ron selbst, dass, wenn das Dreieck 

A 

möglich seyn soll, nicht bloss tg— positiv ausfallen muss, sondern es muss auch 

& 
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118 Gegeben: a-f-b-f-c, A, B, C. 

♦ 

A -h B < 180° seyn. Ueberhaupt dürfen bei all diesen Aufgaben die Resultate den 
Grandbedingungen der Möglichkeit eines Dreiecks nicht widersprechen. — Fiele 
A 

tg— negativ aus, so wäre mit den gemachten Angaben ein Dreieck unmöglich. 

2) Der Umfang eines Dreiecks ist gegeben , so wie die drei 
Winkel, man soll das Dreieck berechnen. 

Man hat: 

k agmB _ a««C 
sinA * " ' sinA 9 

also da a + b + c = a gegeben ist: 

aw'nB asmC «YiA + «mB +«uiC 

« = a _j n — . 

«nA smA sinA 

Aber 

«nC — sin(A + B) = 2sm$(A -h B).<?o*J(A 4-B), 
nnA + «fiB==:2«hi(A + B).c<»}(A-B) (§. 16), 

also 

«if»A+ sinB-h sinC= 2«n((A+B) [coa\{A + B)+ <?0*J(A — B)J 

= 2ein\ (A + B) (2 cos ~.cos = 4wi} (A -f-B)< A B 
nnd da 

«in K A + B) = sin (90 0 — £ C) = cos £ C , 

also 



1 cos— cos— , 
Z 2 



so ist 



ABC 
«n A + sinB -4- «n C = 4 co* — cos — - cos — , 

2 2 2 

4co8iAco8\Bco8$C ico8\Acos\Bcos{C 
cc — a • . 7 1 — a § ; ■ 

«nA 2*miA<70«}A 

CO*^B<?O^C 

— ^a. : — . 

sinlA 

* 

Hieraus : 

. A . B . C 

sin— sin- sin — 

& = {*. = 77, b = $a. -, c=£a. 



B C ' 1 A C 5 A~~B* 
cos— cos— cos— cos— cos— COS j 

Für a = 13000, A = 48°17'30", B = 63°39'40", C = 68°2'50", 
erhält man : 

a = 3775*96, b = 4542*85, c = 469M9. 
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Gegeben: a + b, A , B, C and a — b, A, B, C. 119 

Wollte man den Flächeninhalt des Dreiecks durch die gege- 
benen Stücke finden, so hätte man für denselben (§.33): 

. A . B . _ . A . B „ . C C 

ab*C , l w> 2 wt ? <w0 
=s« " 



2 8 B A 2 C 8 h A a C 

C08 — C08—C0B— C08 — C08 — C08 2 — 

. A . B . C 
8 l n-8in~s l n~ .AB C 

= *" ""X~B C =lß l ^' tg 2' tg 2' 

C08—C08— C08 — 
£ JL L 

3) Man kennt die sämmtlichen Winkel eines Dreiecks und die 
Summe a -f- b zweier Seiten. 

Aus §. 28 folgt: 

(a + b )g m}C 
°~ co«i(A-B) ' 

wodurch die dritte Seite gefunden, und somit die Aufgabe auf §. 29 
reduzirt ist. 

Man hat übrigens auch nach §.28, Formel (34): 
._b = (. + b)*^=^- = (. + b)^(A-B)^C. 

wodurch a — b gefunden wird, und da man a + b bereits kennt, so 
erhält man leicht a und b. 

Für 

a + b=659, A = 65°28'13'6", B = 42°30'3'6", C = 72°1'42'8" 
findet sich 

a = 373, b = 277, c = 390. 

4) Ist die Differenz a — b gegeben und die Winkel, so hat man 
(§• 28): 

c = ( ^ b ) g ^ oder a H- b — (a — b) cotg\Q> cotg\ (A - B). 
mi\(A — B) 

Für 

a- b = 3243*2, A = 79 °8' 33", B = 44°17'56", C = 56°33'31" 
folgt: 

a= 11227-2, b = 7984, c = 9539 18. 
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120 Gegeben: a, b-c, B-C; c, a + b, C; F, a, ü. 

5) Man kennt eine Seite a eines Dreiecks, die Differenz B— C 
der beiden Winkel an derselben (B > G) und die Differenz der zwei 
andern Seiten b — c (natürlich auch b > c). 

Nach §.28 Formel (35): 

b — c 

wodurch A gefunden wird. Dann ist [§. 28 Formel (34)] : 

b + c = (b — c) cotg\Kcotg\ (B — C) , 
wodurch b + c erhalten wird, also, da man b — c kennt, auch b und 

■ 

c, so dass jetzt genugende Stücke bekannt sind (§.31). 

a = 5691 99, b - c = 1313 02, B - C = 25° 57' 20", gibt 
A=40°37'20"; b = 867r03, c = 7308*01, B = 82°40'0", 

C = 56°42'40". 

6) Es ist die Summe a + b, die Seite c und Winkel C ge- 
geben. 

Da C gegeben ist, so hat man A + B = 180°— C ; ferner folgt 
aus §. 28: 

*/A ti\ (a + b) «nIC 
coa\(K — B) = - £ — , 

also wenn man A > B voraussetzt, so findet sich hieraus ^ , 

indem ganz sicher \ (A — B) < 90°; mithin da auch { (A + B) = 
90°— { C, so findet man A und B und die Aufgabe ist auf §.29 
zurückgeführt. 

a + b = 944 3, c = 525-486, C = 64°9'16" gibt 

. A = 40°32'16", B = 75° 18' 28", a = 379*5, b = 564*8. 

7) Man kennt den Flächeninhalt F eines Dreiecks, eine 
Seite a und den Umfang U = a + b + c. 

Aus §. 27 Formel (30) folgt, da 2 s = ü: 

A _i/q u-b) ftÜ ^Sj _-i/qU- a) (tu-b)ftü-c)iü 
9 2 y JUttU-a) V (iü)'GU-a) 2 

= *uau-c) (§ - 33 ' Nnl) ' 

■ 

Hieraus findet sich A. Da b + c = ü — a, so kennt man auch 
b + c, mithin erhält man aus §. 28: 
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Gegeben: F, U, A. 121 

M»KB-o= (b+ y"* A , 

und wenn manB>C voraussetzt, den Winkel B — C; daB-f-C 
= 180°— A, so findet man jetzt B und C und kann , da 

b - c = (b 4- c) ig\ (B - C) . tg\ A [§. 28, Formel (34)] , 

leicht noch b — c berechnen, also b und c finden; oder auch, da a, 
A, B, C bekannt sind, die Aufgabe auf §. 29 reduziren. 

F=151872, a = 625, ü = 2034 gibt A = 41 °42' 321", 

B = 32°31'13'5", C = 105° 46' 144", b = 505, c = 904. 

8) Man kennt den Flächeninhalt F, den Umfang U=a-hb-Hs 
und den Winkel A. 

Aus §.33 folgt: 

2F 

bc = -— -, b-hc = ü — a, 
sinA 

also 

(b + c) 2 = b*-f-2bc + c 2 = (U-a) 2 
Nach S. 27 (29) ist aber 
b 2 + c 2 = a 2 + 2bccö*A = a 2 + = a , + 4F<?o^A, 

also hat man . 

4F 

(U-a)* = a* + 4Fc0tyA + ^-£, 

4F 

U 2 - 2 a U -t- a 1 = a 2 -M F coty A + , 

4F 

ü 2 - 2aü = Wcotg A + ^-^ , 
U 2 - 4 F (cotgA. + -?-r) = 2 a ü. 

V. 8VKI £i.s 

Aber 

1 co8k-¥\ 2co8 2 \A . t A 

^ + SnA = = 2*1 A«t| A = A ' 

also 

2aü = ü 2 -4Fcö^}A, 
U 2 -4FcotyiA ü 2F . A 

»= 5ij = 2""ü-^* A - 

Kennt man hiedurch a, so hat man auch b-4-c = U — a, und 
dann aus §. 28 : 
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122 Gegeben die drei Höhenlinien. 

- c 0 ,}(B-C) = (b + c )'' w * A , 

wodurch, wenn man B > C voraussetzt, B — C gefunden ist Da 
B + C = 180°— A, so findet man nunmeh*B und C und kann jetzt 
das Dreieck leicht berechnen. 

Natürlich muss a positiv und < b 4- c , d. h. < U — a aus- 
fallen. 

9) Man kennt die drei Höhenlinien eines Dreiecks, dasselbe 
zu berechnen. 

Seyen a, ß, y die drei Höhenlinien von den Spitzen A, B, G 
aus, so ist offenbar 

«a = /?b = yc 

da die Hälfte jeder dieser Grössen die Fläche des Dreiecks aus- 
drückt. Daraus folgt: 

. a a 
b_— a, c — ya, 

also die Fläche auch (§. 33) : 

t \[ , a « w a a \ / « «\ 
\ V ( a +^ a + y a ) (a + ^-a-ya)(a--a + ya)x 

(-a4--a + -a) = Jaa, 
P y 

d. h. 

a Y(ßy + ay + aß) (ßy + ay- aß) ßy-ay + aß) (-ßy+ a y + aß) 

a = **ßV = 

VW/ + «l + *ß) (ßY+«y-«ß) (ßy-ay+aß) (-ßy+ay+aß) 
woraus dann b und c. Aus den drei Seiten folgen dann die WinkeL 

10) In einem Dreiecke kennt man den Winkel C, die von C 
auf c gefällte Senkrechte h und den Umfang des Dreiecks 

ü = a 4- b -f c. 

Zur Bestimmung der drei Seiten a, b, c hat man offenbar 
folgende Gleichungen (§§. 33, 27): 

absmC = ch, c* = a 2 4-b 2 - 2abco*C, a-hb + c = U. 
Daraus folgt 
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Gegeben: A , B , C und eine Höhenlinie. 123 
a + b = ü-c, a 2 -h2ab-f-b 2 = U 2 -2Uc + c 2 , 

d. h. da 

sinC J 
c h 

c 2 + 2chcofaCH--^- ?r :=ü 2 -2Uc4-c 2 , 
9 sin C 

2 c h (cotg C 4- -J^) = ü 7 - 2 ü c , 

2ch( r-p~ ) = U 2 — 2üc, 2ch. 0 . » , p - = U 2 -2Uc, 

2ch.co^C = U 2 -2Uc, 2c[h.coty$C -f-U]=U 2 

Kennt man nun c, so kennt man auch ab = -^r, ferner 

sin C 

a4-b — U — c; nimmt man nun an, es sey a>b, so hat man 
a + b = «, ab =ß, a und ß bekannt. 

Daraus 

a* + 2ab + b 2 = a 2 

4ab ~4ft 

a 2 -2ab + b 2 = a 2 -4ft 
d.h. 

(a-b) 2 = a 2 -40, a-b = Va 2 -4ß, 

und da 

a + b = a, a — b = V« 2 — 4/?, 

so findet man a und b. Aus den drei Seiten ergeben sich sodann 
die drei Winkel. 

11) In einem Dreieck kennt man die drei Winkel A, B, C, 
sowie die Senkrechte h, die von der Spitze C auf c gefällt ist 

Man hat offenbar (Fig. 16): 

h h 

— — einA, — = sin B , 
b a 

d. h. 

h h 

b — -7—7, &— 



sinA* sinB ' 
Sind nun a, b, C bekannt, so ist das Dreieck gegeben. 
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1 24 Die Lange einer unzugänglichen Geraden zu finden. 

Diese Aufgaben mögen genügen, um zu zeigen, wie man sich 
in ähnlichen Fällen zu helfen hat. 

Statt weitere Aufgaben dieser Art beizufügen , ziehen wir es 
vor, nunmehr eine Reihe praktisch mehr oder minder wichtiger 
Fälle zu betrachten, die uns Gelegenheit genug geben werden, die 
vorgetragenen Lehren anzuwenden. 



Sechster Abschnitt. 
Auflösung einer Reihe praktischer Aufgaben. 

§. 42. 

Aufgaben aus der Längenmessung. 

Indem wir nachstehend eine Reihe Aufgaben, die mehr oder 
minder für die Praxis wichtig sind, lösen, haben wir natürlich nicht 
die Absicht, einen Kursus der praktischen Geometrie aufzustellen. 
Die Aufgaben sind für uns hier nur in so ferne von Interesse, als 
sie Anwendungen der vorgetragenen Lehren fordern ; die wirkliche 
Ausführung, die dabei nöthige Vorsicht u. s. w. kann begreiflich 
nicht Gegenstand dieses Abschnitts seyn. Eben so haben wir auch 
gar zu einfache Aufgaben nicht berührt, wenn sie gleich vielleicht 
für die Praxis sehr wichtig sind. 

1) Man soll die Länge der unzugänglichen Geraden AB be- 
stimmen i wenn man von zwei Punkten C und D aus sowohl A und 
B als auch jeweils D oder C sehen kann. 

Fi * 87 - * Man messe die Standlinie CD = a, 

sodann die Winkel a, (?, y, d, so wird sich 
hieraus AB — x bestimmen lassen. 

In dem Dreieck ACD kennt man 
nämlich die Seite CD nebst den Winkeln . 
ACD =a+ß, ADC = y, kann also nach 
§. 29 das Dreieck berechnen, namentlich 
also die Seite AD ; in dem Dreieck BCD kennt man eben so CD 
und BCD = 0, CDB = 7 + d, kann dasselbe also gleichfalls be- 
rechnen, speziell die Seite DB. In dem Dreieck ADB endlich kennt 
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125 



Fig. 28. 



man AD, DB nebst ADB = d, kann also dasselbe nach §. 30 be- 
rechnen, d. h. die Seite AB finden. 

Zur Uebung legen wir vor: 

CD = 45501-62, a = 39°8'48-l", ß = 67°13'57'4", 
y = 44°12 / 39-6 / \ 6= 18°30'9'2", 

woraus AB = 40876*03 folgt. 

Es wäre auch möglich, dass AB die Standlinie CD durchchnei- 
den würde. Misst man nun wieder CD = a, die Winkel a, ß, y, d, 
so kann man in dem Dreieck CAD nach §. 29 
die Seite AD, in dem Dreieck CBD nach §. 29 
die Seite BD berechnen. Alsdann erhält man 
aus dem Dreieck ADB nach §. 30 die Seite AB. 

Sey für diesen Fall: 

CD = 88901*14, « = 29°24 / 34-9 // , 

0 = 25°8'35-O", y = 44°12'39-6", 

ö=18°30'9-2", 

so hat man , indem man von der zweiten Auf- 
lösung in §.30 Gebrauch macht: 

CAD = 180°-(« + y), CBD= 180°- (/? + *); 

_ CD . sin a gjj _ CE .sin ß # 




sin(a + y) 



28in\(y-hö)YAD.BD . _ BD — AD* 
BD — AD < cos (p 



#in(ß + öY 
, AB = 



« + y = 73 °37' 14-5", ß + ö = 43 °38' 44'2", 
t( y + ö)=31°21 / 24-4". 



• Es ist diess die Formel des §. 30, wo a = BD, b = AD, C=y+6\ Dabei 
ist nicht geradezu BD> AD vorausgesetzt, so dass, wenn BD>AD der Winkel v 
spitz, dagegen für BD<AD Winkel g> stumpf ist. Dass dabei AB immer positiv 
ausfallt ist klar, indem BD — AD und cosy dasselbe Zeichen haben. Für BD=AD 
wird man übrigens diese Auflösung nicht anwenden, sondern von §. 26 II. Gebrauch 
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Lage eines Punktes ans 2 Geraden und 3 Winkeln. 



log CD = 4*9489073 
log sina~ 9691 1267 
E.logsin(a H- 7) = 00179931 
. log AD = 4 6580271 

AD = 4550163 

BD -AD 

%(BD-AD) 

%2 =03010300 
logsin\(y + d) = 971 63086 
i%AD = 2*3290135 
J%BD = 2*3691006 
E . %(BD - AD) = 60350186 



log CD = 4 9489073 
log sinß = 9*6282663 
E.logsin(ß -h ö) = 01610277 
%BD = 47382013 

BD = 5472695 

922532 
3-9649814 

log (BD - AD) = 3 96498 14 
E.logcosq* = 07572172 
%AB = 4 7221986 

AB = 5274709 



logtg<p= 0*7504713 
kgcosy = 9 2427828 (Seite 63). 

2) Man kennt die Linie AC=a, BC=b, die Winkel DAC=a. 
DBC = ß, ACB = y und soll hieraus die Lage des Punktes D be- 
stimmen. 

Sey ACD = x, DCB = y, also x-f-y=y. 
Nun ist (da ADC = 180° -[a + i] u. s. w.) : 




sina 



sinß 



sin(a + xy 



nsincc 



woraus 
zsina 



sin(a + x)' 
hsinß 



CD = 
b sin(ß + y)' 

cn _. hsinß 

siniß + y)' 

sin(ß-)-y) hsinß 



sin (a-hx )~ sin (A -f- y) * sin (a + x) ~nsina 

d. h. da y = y — x: 

sin (ß ~h y — x) _ b sinß 
««(o+'x) ~ SLStna' 

sin(ß -f- y)casx — cos(ß + y)sinx hsinß 
sinacosx + cosasinx zsina 1 

sinjß rl- y) — cos(ß + y)tgx _ hsinß 
sina -h cosa tgx &sin a * 
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Anwendung dieser Aufgabe in der Astronomie. 127 

*8masin(ß -h y) — bsinasinß 

=■ \bco8a8inß + VL8inaco8(ß + y)'\tgx i 

sin a . [a sin (ß H- y) — b sinß] 
y aksinacos(ß-\-y) -hb cos a sin ß' 

* 

Hieraus folgt x, das jedenfalls <180°, ganz unzweideutig; 
eben so erhält man dann y und endlich CD. Durch diese Grössen 
ist dann die Lage von D vollkommen bestimmt. 

a = 11975785, b = 110675*82, 

« = 60°22'21*4", £ = 66° 10' 8*5", y = 90°7'11*8". 

log a = 5*0783040 log b = 5*0440506 

logsina = 9*9391491 logsina = 9 9391491 

logsin(ß + y) = 9*604360 0 logsinß = 9*9612983 

4-6218131 4-9444980 

&8inasin(ß + y) = 41861*34 bsinasinß = 88003*10 

log& = 5-0783040 
logsina- 9*9391491 
logcos(ß + y) = 9*9616987 (-) 

4*9791518 (-) 

&$inacos(ß + y) c= — 95312*92 

%b = 5*0440506 _ 41861*34—88003*10 46141*76 
log cosa = 9.694041 1 tffX ~ -95312*92+50048*38 = 45264*54 
log sin ß = 9*9612983 log Zähler = 4*6640941 

4*6993900 E. Zog Nenner = 5*3442418 
b cosasinß = 50048*38 logtgx = 0*0083359 

x = 45° 32' 59*4" 

y = y - x = 44°34' 12*4", a 4- x = 105°55'20*8" 

logz.— 5*0783040 
logsina = 9*9391491 
E . log sin (a + x) = 0 0169901 
log CD = 5 0344432 

CD = 108253*8 

3) Diese Aufgabe kann angewendet werden , um die Entfer- 
nung eines Planeten von der Erde zu bestimmen , wenn man dabei 
die Erde als Kugel ansieht. 
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128 Länge einer Linie aas ihren Verlängerungen und 3 Winkeln. 




Fi*. 81. 




In zwei Punkten A und B, die auf 
demselben Meridian* liegen, misst man 
#> in dem Augenblick, da der Planet S dnrch 
den (Himmels-) Meridian geht, die Zenith- 
distanzen SAA', SBB' desselben, so kennt 
man AC=CB, (den Halbmesser der Erde), 
den Winkel ACB, so wie SAC = 180° 
—SAA', SBC =180°— SBB' und berech- 
net also CS nach Nr. 2 (wenn C'der Mittel- 
punkt der Erde ist). 



4) Die vier Punkte A, B, C, D liegen 
in gerader Linie, E ausserhalb dieser Linie. 
Man kennt AB = a, CD=b, nebst den 
Winkeln AEB = a, BEC = 0, CED = y; 
man soll BC = x suchen. Denken wir uns 
von E auf AD eine Senkrechte gezogen, 
und sey die Länge derselben = z, so ist 

az AE.BE sin a /c oox 
5 (§• 33 



Fläche des Dreiecks AEB = — — 



___bz_CE.ED.«my 
CDE_-_ - , 



* Wir wollen uns die Erde als Kugel denken; alsdann bildet derjenige 
Durchmesser derselben, um den sie sich bei ihrer täglichen Bewegung dreht, die 
Erdaxe, welche, bis an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres in den Polen 
(Nord- und Südpol) trifft. Da in Folge der täglichen Umdrehung der Erde das 
ganze Himmelsgewölbe sich um die Erde zu drehen scheint, so sind die Pole, als 
in der Drehaxe liegend, die einzigen Punkte desselben, die ruhig bleiben. Legt 
man durch die Erdaxe nnd einen Punkt der Erdoberfläche eine Ebene, so schneidet 
dieselbe die Erdfläche in einem Kreise, der den (irdischen) Meridian des fraglichen 
Punktes bildet. Erweitert man diese Ebene bis an das Himmelsgewölbe, so 
schneidet sie dasselbe im (himmlischen) Meridian des Ortes der Erdoberfläche. 
Verlängert man den in den fraglichen Erdort gezogenen Erdhalbmesser bis an das 
Himmelsgewölbe, so trifft er dieses im Zenith des Ortes, das also senkrecht über 
letzterem am Himmel liegt. Das Zenith befindet sich mithin im Meridian. 

Ist S irgend ein beliebiger Punkt, A' das Zenith von A, so heisst der Winkel 
A'AS, die Zenithdistanz des Punktes S. Man kann letztere also auch erklären 
als den Winkel, den die im Punkte A senkrecht au/ die Erdoberfläche gezogene 
Gerade mit der von A nach S gezogenen Linie bildet. 
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Länge einer Linie aus ihren Verlängerungen und 3 Winkeln. 129 

Fläche des Dreiecks AED = (!±^±j[)! s=s AE.DEffei( 5 +^+y) 

2 2 * 

dpp _xz BE.CE . 

» » « i3Ji.O — — — g 'J'-ttp» 

Hieraus folgt , wenn man das Produkt der zwei letzten Glei- 
chungen durch das der zwei ersten dividirt: 

(a-f-bH-x )x _ 8inßsin(a-h ß -f - y) 
ab sinasiny 

. . .v , ab*m£«n(a-r-£-f-y) 

(a-i-b)xH-x J = , . — - — — , 

sinasiny 



2 



(a-f-b\ -i /ab sin ß sin (a -4-/?-f-y) (a-hb) 
"~2V- V ^Ta^ + 4 ' 

Man bestimme nun einen Winkel <p (zwischen 0° und 90°) so> 
dass * 

_ 2 -t/ a,bsinßsin(a-hß-hy) 
a-f-b ^ » sin a ein y ' 

so ist 

ab *snfl mii (ct+ ß+y) _ (a-r-b)'fo 2 y 
sinasiny 4 ' 

und da, weil x positiv seyn rauss, man nur das obere Zeichen bei- 
behalten darf, hat man: 



*\f ***i* ß***(*+?+V) + (a+b)' _ / (a-f-b)» + 4ab«tn/g#tn(tt -+-/9-f-y) >v 

so dass — ~~7~~7 1 „ ' = seyn mnss. Da «4-/9 + y< 180°, so ist 

(a-r-b)**tna*tn0 r r ' 

dieser Ausdruck jedenfalls positiv, was nothwendig ist, wenn er einem Quadrate 

soll gleich gesetzt werden. Jetzt ist 

(a-hb) , -lAa-hb)* , s ~~ a+b a+b-./ 1 
Die Grösse V— l - ist P«»ti?; da aber *<90°, so ist auch cot *>>0, und also 

y-J r -=_ 1 -. 

w C0it z 9> COt <f> 

Dienger, Trigonometrie. 9 
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Die Potbenotsche Aufgabe. 



x = — 



a-hb 



a+b , a-hb-/— = — ■— r s a-hb , a-+-b 1 
+ — 7r-ytg > + 1 = — h 



2 T ^ ^ 2 2 

a= 1450, b = 965, a = 25°37', /? = 48°19', y = 32°53'; 

x= 118405.. 

5) Man kennt im Dreieck ABO alle Stücke (also alle Seiten 
nnd Winkel); im Punkte D misst man die Winkel ADC = m, 
BDC = n ; man soll die Lage von D bestimmen. 

Fig. 82. 




Sey CAD = x, CBD = y, so ist 
CD_ «nx CD 



«um 



a 



«ny 
sin n ' 



CD = bW > CD = a*my 
sin m «m n 

b«nx_a«ny siny bsinn 

«um sinn 9 sinx asmra ' 

Was nun x und y anbelangt, so ist 

in der ersten Figur: x-hy =360°— (m-f- n 4- C), 
., „ zweiten n x-hy = C — (m-hn), 
„ „ dritten „ x + y = 360°— (m-h n-h C), 
wo a, b, C die Seiten BC, AC und deu Winkel ACB des Dreiecks 
ABC bezeichnen. Man hat also immer 

x~hy = «, y= a — x, cc bekannt, 
also sin (a — x) b sin n 



«mx a«ura 
sin cc cos x — cos cc sin x 



b«un 



SltlX 



a«um 
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Die Potbwiotsohe Aufgabe. 131 
bsinn 

8inacotgx — cosa = — : — , 
bsinn 

sina cotg x = — : f- cosa , 

a sin m 

bsinn 

cotax = — : : Vcotga. 

* a sin a sin m 

Gesetzt man bestimme einen Winkel qp so , dass 

b sin n 
cotg <jp = — : : , 

cosq> cosa 

so ist cotgx = co^gp -I- cotya = -r-— + -r— = 

qp «na 

CO* 9>«'na + sin (pcosa «n (« 4- <p) 
«i n 9 sin a sin a sin g> 

Hieraus ergibt sich x vollkommen unzweideutig; aus x folgt 
dann y = a — x. CD kann ferner in zwei Weisen berechnet wer- 
den, und, wenn man will, ergeben sich AD und BD aus den Drei- 
ecken CAD, CBD. 

Sey für die erste Figur 

a = 312, b = 520, C = 65°27', m = 32°52 / , n = 23°2Ö'; 
also a = 360°-(m + n-hC) = 238 0 16'. 

logb= 2-7160033 
logsinn = 9'5992441 logsin(a+ y) =9*5988885 

E%a = 7*5058454 E%*ma=0*0703230 (--) 

Elogsina = 0'0703230 (-) Elogsiny = 0-2428160 
Elogsinm= 02654515 logcotgx—9'9 120275 (-) 

log cotg (p = 10-1568673 (-) x= 129° 14' 10-49" 

<p = 1 45 0 7' 46-90" y = 1 09 0 1 '49*51 " 

«+g,=383°23'46-90" " 
logb = 2-7160033 %a= 2*494 1546 

logsinx= 9*8890464 logsiny= 9*9755905 

E%*mm = 0*2654515 Elogsinn = 0*4007559 

log CD = 2*8705012 %CD=2'870ö010 
CD =7421663 CD=7421660. 
Wäre hier « = 180°, d.h. auch x4-y=180°, so wäre*iwa=0, 
also cotyg> = <X>, y = 0, cotgx = $, so dass cotgx t mithin auch 
x nicht zu bestimmen wäre; in diesem Falle liegt aber D im üm- 

9* 
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Zentriren der Winkel. 



fang des um ABC beschriebenen Kreises, in welchem Fall also die 
obige Aufgabe nicht angewendet werden kann. 

Zur Uebung mögen folgende Angaben dienen : 

(erste Figur) a = 4963*763 , b = 6082 769 , C = 70° 15'36'7", 

m = 34 0 52'10'8", n = 19°29'12*1", woraus: 

x = 100°7'26*3", y=135°15'34*l", CD=10473*931, 
AD = 7524- 162, BD = 6348 204. 

(zweite Figur) a= 1298 365, b = 1248*474, C = 126°50'40*3", 

ra = 33 B 2'35-4" f n = 18°34'17 1", woraus: 
x = 49°49'9'3", y = 25°24'38*ö", CD = 1749*315, 
AD = 2271*879, BD = 2830 978. 

(dritte Figur) a = 2277*819, b = 2271 897, C = 76°57'30'5", 

iu = 97 0 8'15'2", n = 126°50'40'3", woraus: 

x=33°2'35*5", y = 26°0'58-ö", CD = 1248*474, 
AD = 1 749*3 15, BD = 1 298*365. 

Die hier behandelte Aufgabe heisst gewöhnlich die Pothenot'sche; sie wurde 
wegen ihrer Wichtigkeit schon vielfach behandelt; u. Ä. von Lambert in seinen 
„Beiträgen* 4 1. S. 73, Ton Burckhardt in der „monatlichen Correspondenz u 4. 
S. 359, und von Beseel in derselben Correspondenz 27. S. 222, welch Letzterer 
eine analytische Auflösung gegeben. Auch Langsdorf in seinen Erläuterungen 
zur Kastner'schen Analysis S. 432 behandelt dieselbe Aufgabe. 

6) (Zentriren der Winkel.) Man kennt die Längen von AB 
und AC und soll den Winkel BAC = x messen, findet es jedoch 
nicht für geeignet, das Winkelmessinstrument in A aufzustellen, 
sondern in dem Punkte D. Man misst dort die Winkel BDC = ß, 
und BDA=«, nebst der Seite DA = a; und soll hieraus x berechnen. 



rig. 88. 
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ZeDtriren der Winkel. 133 

Sey ABD = y , ACD = z, so ist in der ersten Figur: 
siny a . a*?*r*a 

- 

sinz a . r sin ( et -+■ ß) 

Hn(a + ß) ~ AC ' * lnZ ~ AC 

Da y und z spitze Winkel sind, so kann man hieraus y und z 
berechnen (in der Regel ist nämlich a klein im Verhältniss zu AB 
und AC, so dass ganz sicher y und z spitz sind). Alsdann ist: 

x-f- y — 0 + z,x = /? + z — y. 

In der zweiten Figur: 

sin V a . a sin et 
eina- AB* * lny -~Äh~' 

sinz a . 3l sin (a—ß) 

slnJ^T)~ÄC' 8mz = — AC 

y -h 0 = z -+- x, x = y 4- £ — z: 

In der dritten Figur : 

sin v _ a . _ a«'na 



a . &sin(ß— et) 



*m(ß-a) "AC 9 ™— AC 
y + /?-r-z + 360°-x = 360°, x = y + z + ß. 

In der vierten Figur: 

sin y _ a . zsina 
W~ÄB ,Mny " AB ' 

sinz a . a*m(360°— a— ß) 
— sinz = 



*m(360°-a-£) AC ' AC 
y+x-hz-t-36O°-0=36O°, x=/?-(y+z). 

In der Regel werden y und z so klein ausfallen , dass man für 
siny und sinz die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen setzen kann 
(§. 18). Werden dann y und z in Sekunden ausgedrückt, so ist: 
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nsin(ct-hß) 180.60.60. _ , _. 

-in der 1. Figur, 



» AC 




n 


|a*in(a— 


■ß) 


180.60.60 


J AC 




n 


\*8in(ß— 


•«) 


180.60.60 



2 

a«m<* 180.60.60 



AC w 

a *m(360°-«-/g) 180.60.60 
AC n 



_ . 180.60.60 * 
Vorm Zo^r = 5*3144251. * 



* Wir haben dabei, wie bereits mehrfach gezeigt, die Proportion 

_ _ Ä a stn et 

*:180.60.60 = :y 

An 

a ein et 

vorausgesetzt, indem wir (= siny) als die Lange des zum Halbmesser 1 ge- 

AB 

hörigen Bogens betrachten, dessen Mittelpunktswinkel = y Sekunden ist, während n 
der halbe Umfang ist, dessen Mittelpunktswinkel 180°= 180. 60.60" betragt. 
Wir bemerken hiebei, dass man oft obige Formeln in etwas anderer Weise schreibt. 

Da nämlich nach §. 18 ganz sicher wnl ''= : ygö~^Ö6Ö' 80 ' Sfc ~^^~ = rinF'' 
und man kann also auch setzen: 

awtt _ &tin(a+ß) 
y ~ AhHnl" ,Z ~ AC.«nl" U ' ß ' W ' 
Es hat diese Schreibweise manches Bequeme und kann daher mit Vorth eil 
angewendet werden. 

Wollen wir dieselbe etwas allgemeiner darstellen , so wird man also in folgen- 
der Weise verfahren : 

Ist e die Länge eines zum Halbmesser 1 gehörigen Kreisbogens, so ist sein 

e 

Mittelpunktswinkel in Sekunden = — — — ; ist dagegen e die Anzahl Sekunden, 

tm 1 

welche der Mittelpunktswinkel misst, so ist e.sinl" die Länge des ihn umspannen 

<xtc n" 

den Kreisbogens vom Halbmesser 1 (d. h. orc n" = n . sin 1", n = ^ p » 
ar*l"=«nl"). 

Hat man ferner die Gleichung 

und ist 6 sehr klein (positiv), so ist der Winkel x in Sekunden = . ,., , wobei je- 

stn 1 , 

doch letztere Grösse noch unter 1740 liegen muss (29 Minuten nach %. 20); hat 
man eben so 

tgx = b 
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Sey för die erste Figur: 
AB = 156825, AC = 2335*73, AD = 20, a = 65°30'18", 

/? = 33°13'47". 
loga. = 1*3030300 loga — 1*3010300 

logsina = 9*9590402 logsin(ct -hß) = 9*9949336 
E . log AB = 68045847 E . log AC = 6*6315773 

logsiny = 80646549 logsinz = 7*9275409 

y = 0°39'53*8" z = 0°29'5-7" 



oder auch: 



%a= 1-30103 

logsin(a + ß) = 9*99493 

E.%AC = 6-63158 

_ 180.60.60 C01yl/40 
log- = 5*31442 



3*24196 
z = 1745*7" = 29'5 J 7". 
x = /? + z-y = 33°2'58*9". 
Zur Uebung legen wir vor: 

(zweite Figur) a = 2 345, AB = 236*54, AC= 143'62, 

a = 106°42'32", ß= 68°57'13", woraus x = 68°55'29". 

(dritte Figur) a = 4*823, AB = 6827'5, AC = 9834*9, 

a = 10°24'30", ß = 35° 28' 40", woraus x = 35° 29' 49* 17". 

(vierte Figur) a= 10*82, %AB-3*82573, k^AC = 3*92734, 
a=150°30'40", 0=6ö°22'lO-25", woraus x = 65 °16'5 1*53". 

Um AD zu erhalten ist es oft nothwendig, weitere Hilfsmittel 
anzuwenden. Das einfachste und meist angewandte ist das in Nr. 1 
angegebene Verfahren, die Länge der Linie AB in der dortigen 
Figur zu messen. 

Hieher gehört auch die folgende Aufgabe : Von dem Mittelpunkte C eines 



und ist 6 sehr klein, so ist x in Sekunden = = — ~ -, da sin 1" = tg 1". 

itn 1 tg 1 

Dabei soll aber diese Zahl nicht über 1380 gehen (23 Minuten), da, wie man leicht 
findet, der Fehler noch nicht auf die siebente Dezimale Einfluss hat, wenn man 



tg23' = are23' setzt (d. h. auch n = = t -^ 7d , wenn n nicht über 1380, 

im» 1 tg\" 

woraus auch tin n" = n sin 1", tg u" = n tg 1" = n . sin 1"). 
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Fehler wegen des anrichtigen Zielpunktes. 

Fi*. 84. 




kreisrunden Thurmes ans soll man den Winkel 
AGB messen, wobei AC und BC als bekannt 
vorausgesetzt werden. Natürlich kann das 
Instrument nicht in C aufgestellt werden, 
was desshalb in D geschieht, wo man ADB=0 
misst; man soll nun hieraus ACB = x er- 
mitteln. 

Von D aus denke man sich an den Um- 
fang des Thurms die zwei Tangenten DF, 
DE gezogen, nehme auf ihnen Dm = Dm' 
und ziehe m m', das in 0 halbirt werde. Die 
Linie DO ist nun gegen den Mittelpunkt C gerichtet und DC — DG + Halbmesser 
des Thurms. Misst man also noch ADG = a, so kann z wie oben ermittelt werden. 

7) Wenn man vermittelst des Theodoliten Winkel misst, so 
werden, welches auch die Visirponkte seyn mögen, nicht die eigent- 
lichen Winkel, sondern nur deren Horizontalprojektionen gemessen 
— was für die geodätischen Operationen auch gerade ncth- 
wendig ist. 

- 

Gesetzt nun, in C sey ein Theodolit aufgestellt, und man solle 
einen Punkt F als Zielpunkt wählen, wobei Cf die Horizontalprojek- 
tion von CF sey. Statt des Punktes F habe 
man aber den Zielpunkt G gewählt, so ge- 
legen, das FG = a, und Winkel GFh = a, 
wenn Fh horizontal ist (wobei wir a nega- 
tiv nehmen würden, wenn G tiefer läge als 
F). Sey ferner FCf=m, Cfg = n, wenn 
Cg die Projektion von CG ist, und CF=b, 
so sind a, a, b, m, n als bekannt anzuneh- 
men. Der Winkel fCg=x ist nun der Fehler wegen des un- 
richtigen Zielpunkts. 

Nun ist Fh = fg = aco*«, Cf — bcosm, und man kennt also im 
Dreiecke Cfg die Seiten fg, Cf und den Winkel Cfg = n, so dass 
das Dreieck berechnet werden kann. Man hat darin wegen Cgf = 
180°-(x-f-n): 

*m(x-hn) bcosm . , x bcosm . 

: = , sm(x 4-n) — sin x. 

stnx a cos et x ' ncoscc 

x ist immer sehr klein, wenigstens für die gewöhnlichen Au- 
wendungen; also darf man cosx = 1 und sinx seinem Bogen (zum 



Fig. 35. 
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Halbmesser 1) gleich setzen (§. 20). Wird x in Sekunden ausge- 

^ x 180.60.60 

druckt, so ist dieser Bogen — — , q — ; mitbin 

q n 

x . hcosm x .. ^cosasinn 
— cos n + sinn = — , x" — p 



q a cos a q ' b cos m — a cos a cos n * 

Da a im Verhältniss zu b , und auch , da m immer klein , zu 
hcosm, sehr kleiu ist, so ist diese Grösse näherungsweise gleich 
a cos et sin n 

q — - , welche Formel man gewöhnlich aufstellt. 

Liegen F undG in derselben Horizontalebene, so ist «=0 und 

a*mn a«nn ... _ 

x — o~ — a ■ ungefähr. Da meistens m nur 

bcosm — zco8n bcosm 

sehr klein, so wird man auch cosm= 1 setzen können, und dann 

hat man : 

a sin n a sin n . n 0 , , 

x = q — — = — - — 206264*8 Sekunden, 
b o 

8) MA, BN sind die Richtungen zweier Strassen (Eisen- 
bahnen), die in A undB durch Bögen gleichen Halbmessers zu ver- 
binden sind, welche Bögen in A und B die Geraden MA, BN und 
in E sich selbst berühren sollen. 

Fig. 86. 




Man ziehe DA, CB senkrecht auf MA, BN, und seyen D, C 
die Mittelpunkte, also DA = CB = x der Halbmesser, so ist 
DC = 2x. 

In dem Viereck ABCD hat man nun nach §.36, wenn AB = a 
und die beiden (bekannten) Winkel bei B und A mit diesen Buch- 
staben bezeichnet werden: 

x — slcosA -4- xcos(A H- B) — 2x<ro*(A + B -f- C) = 0, 
asm A — xsm(A + B) + 2x sin(A + B + C) = 0, 
in welchen Gleichungen x und C unbekannt sind. 
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Man folgert ans denselben 

2x£08 (A -4- B + C) = x — acosA -h xco8(A -+■ B), . 
2x«n(Ä+B + C)= -a«*nA + x sm(A + B) , 
woraus, indem man qoadrirt und addirt: 

4x 2 = x 2 - 2ax<?ö*A 4-a 2 + 2x 1 cos(A + B) - 2axco*B + x 2 , 
2 x 2 [1 - (A -+- B)] + 2 ax (cos A + cosB) = a*, 
4x Wj(A H- B) 4- 4axaw}(A + B)cot J(A — B) = a 2 (§. 16), 
_ a coj t (A + B) co8\(A — B) 
X ~ 26w 2 KA-hB) 



v; 



a 2 a 2 cos 2 J (A + B) <m« 2 } (A - B) 



4*m , i(A-t-B) 4«n*KA + B) 

X= - SLC081(A + B)C08$(A — B) ± 

aV«n 8 t(A -+• B) -h co8*\(A + B)gw'j(A - B) 
2«n , i(A-T-B) 

Laufen die Oeraden MA, BN parallel (bei Eisenbahnen, bei denen zwei 
parallele Geleise durrh eine S-Kurre zu verbinden Bind) , so ist (Fall der ersten 
Figur (B 4- A = 360°, B = 360°— A , also cos\{k + B)= - 1, «n$(A-HB)=0, 
und mithin 

-4axeo*(180°- A) = a\ x= t-^T- 

4 co* A 

In diesem Falle lässt die Aufgabe eine einzige Lösung zu. Dabei ist übrigens 
a cot A der senkrechte Abstand beider paralleler Geraden , a sin A die Lange der 
Stücke beider Geraden zwischen den Senkrechten durch A und B. 

In der allgemeinen Formel ist das Zeichen so zu wählen, dass 
x positiv ausfällt. 

9) Ist in der vorigen Figur der eine der zwei Halbmesser ge- 
geben, gleich r (wo also die beiden nicht mehr gleich sind), der 
andere gesucht, gleich x(AD = r, BC = x), so hat man 

r — aco*A + xcos(A + B)-(r + x)coa(A -f-B-f-C) = 0, 

atfnA — x«n(A -4-B) -f- (r 4- x)«tn(A -f- B + C) = 0, 

woraus 

(r + x) 2 = r 2 + 2xrco*(A-f-B) — 2ar<wA-f- a 2 + x 2 -2axco*B 

a 2 — 2arco*A 
X "" 4r«m'} (A + B) + 2 acosB * 
Für den Fall paralleler Richtungen: 
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x — 



a* — 2arco8 A 
2 a cos A 



2cosA 




10) Von einem ziemlich entfernten Punkte 0 aus sollte die 
Mitte C eines runden Thurms beobachtet werden; man beobachtet 
statt derselben die Mitte der von der Sonne erleuchteten Hälfte 
und wird dabei einen kleinen Fehler begehen, der zu berechnen ist. 

Ist nämlich SC die Richtung 
der den Thurm beleuchtenden 
Sonnenstrahlen, so wird, wenn 
AB senkrecht auf SC steht, die 
Hälfte BSA erleuchtet seyn. 

Von 0 aus kann man, wenn 
DE senkrecht auf OC, nur die 
Hälfte ESD sehen, oder da AD 
nicht erleuchtet ist, nur ESA. 
Statt also auf die Mitte P von 
ESD (d. h. nac^ C) zu zielen, 
wird man das Fernrohr auf die 
Mitte p von ESA gerichtet haben, und dadurch den Fehler POp 
begehen, der zu ermitteln ist. 

Kann man von 0 aus die Sonne sehen, so denke man sich S'T 
parallel SC (d. h. S'T ist die Richtung der in 0 fallenden Sonnen- 
strahlen) und messe den Winkel S'OC, was freilich nicht ganz ge- 
nau geschehen kann, indem man nach p statt P zielt, aber auch 
diesen Winkel nicht mit der allergrössten Genauigkeit brauchen 
wird. Alsdann kennt man auch COT = g> = 180° — CCS'. End- 
lich wird man (genau genug) OC — OA anehmen dürfen, und wenn 
man OC— d als bekannt voraussetzt, auch OA — d haben; der 
Halbmesser des Thurms sey r. Der Winkel AOp=pOE werde mit 
u, POp mit 0 bezeichnet. In dem Dreiecke OAC ist nun: 

AC : OA = sin AOC : ein OCA , 

d. h. da AC-r, OA = d, AOC = (u - 0), OCA = OCD - ACD 
= 90 0 -OCS = 90°-y: 

j:a = em(u — d):co8<p t sin{\i — d) = — ^— . 

Im Dreiecke COE ist eben so: 
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d.h. 



CE : OE = sin COE : «Vi ECO , 



r : d = si n (u-f- 6) : sin 9 0 °, sin (u -h 0) = - . 

Da u — 0 und u + ö spitze Winkel sind , so werden dieselben 

r 

hieraas erhalten, und da — sehrklein ist, so braucht man w keines- 

d 

wegs genau zu kennen. * In der Regel wird man setzen können : 

grcosw _ VQ 
d a 

woraus 

0 — ~ ^ co8<p ^ _^ 01 gin 2 \ (f (in Sekunden). 

Dauert die Beobachtung einige Zeit, so wird <p sich ändern, 
da die Sonne sich am Himmel fortbewegt; man wird also COS' im 
Anfang und Ende der Beobachtung messen und aus beiden Re- 
sultaten das Mittel nehmen. Man wird sich leicht die Auflösung 
konstruiren für eine andere gegenseitige Lage der Sonne und des 
Punktes O. 

§. 43. 

Aufgaben aus der Höhenmessang. 

1) CD ist ein vertikal stehender Gegenstand auf einem Ab- 
hang CA; die Linie AC ist gegen den Fuss C desselben gerichtet. 
Man messe nun AB = a, BC = b, so wie die Winkel DAC = 0, 
DBC = «, so kann man CD finden. 

Denn in dem Dreiecke ABD ist ADB = « — ß 



Fig. 88. 




und 



BD= -.- 



&sinß 



sin (a — ß) 

In dem Dreiecke DBC kennt man nun BD, 
BC = b, und DBC = «, kann also nach §. 30 
die Seite CD finden. (Wäre hier b =0, so hätte 
man bis an C gemessen und müsste noch den 



* Ist in rc ** y auch eo$ 9 mit einem kleinen Fehler n behaftet, so wird der- 

TU 

selbe in dem Produkte zu — , also Yersclrwindend klein. 

u 
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Winkel DCA kennen. Würde nun AC «sich anter dem Winkel y 

gegen den Horizont neigen, so wäre ACD = 90°-f-y und also 

asinß . CDcos(ß-hy) , 

CD = -r- i —r, woraus auch a = r~V — folgt, vermittelst 

cos(ß-hy) sin ß 

welcher Formel die Entfernung AC bei bekannter Höhe CD ge- 
funden werden könnte. Für y = 0, d. h. für ein horizontales AC, 
wäre AC = CD cotgß.} 

2) Kann man (in der vorigen Figur) die Linie BC nicht messen, 
so messe man in A den Neigungswinkel der Linie AC gegen den 
Horizont,* ist derselbe =y, so ist der Winkel DCA = 90° -f- y, 
nnd in dem Dreiecke DBC hat man jetzt: 



DC 



sin« _ BD. sina ^sinß.sina 
" ~ sa(\o_, ~\ » ü ^ ~ ~ ' :• 7 



DB *m(90 0 -+-y)' coay cosy .«n(a — ß)' 

Würde AC, statt anzusteigen, sich unter dem Winkel y neigen, 
so wäre DCA = 90° — y, die Formel bliebe aber dieselbe. Ist AC 
selbst horizontal, so ist v = 0, also: 

_ n a sin ß sin « 

UKj— —r—, "77 • 

sin \a — p) 

3) Kann man nicht gegen den Fusspunkt hin messen, so messe 
man die Standlinie CD , die gegen den Horizont unter dem Winkel 
DCE = a geneigt sey, und stelle sich die Aufgabe, die Erhöhung 
des Punktes B über C zu finden (= BA'). Fig. 39. 

Sey A' der Punkt der Vertikalen BA, in welchem sie die 
durch C gehende Horizontalebene ECA' trifft; man messe den 



* Unter Horizont verstehen wir hier die unbegr&nzte Ebene , welche ans 
auf einem nicht durch Erhöhungen unterbrochenen Landstrich zu umgeben scheint 
und an deren äussersteu Enden die Gränzen zwischen Himmel und Ejde zu liegen 
scheinen. Diese Ebene steht also senkrecht auf der nach dem Zenith (vergl. die 
Note za §. 42, Nr. 3) gerichteten Geraden. Die horizontale Lage einer Ebene wird 
bekanntlich durch die Wasserwaage bestimmt, während die vertikale Richtung einer 
Linie , d. h. die Richtung nach dem Zenith , durch das Bleiloth angegeben wird. 
Zuweilen pflegt man die so eben mit dem Namen Horizont belegte Ebene auch den 
scheinbaren Horizont zu nennen, während unter wahrem Horizonte dann 
eine mit ihr parallele , durch den Erdmittelpunkt gehende Ebene verstanden wird. 
In jedem Falle wird man übrigens sogleich erkenuen, in welcher Bedeutung das 
Wort Horizont genommen wird. 
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Höhenmessung. 



Fig. 89. 




A'C 



sind 



Winkel BCA' = ß, die Linie CD = a, 
so wie in C nnd D die beiden Hori- 
zontalwinkel A'CE = y, CEA' = ö 
(§.42, Nr. 7). Alsdann ist 
CE = a.cosa. 
In dem Dreiecke A'CE kennt man 
CE = ac0$a, 
die beiden Winkel 

A'CE = /, CEA' = tf, 

also 

a cos a sind 



, A'C = 



CE *m(18U ü -y-d)' ^m(y-hd) * 

Endlich in dem rechtwinkligen Dreiecke CBA' : 

a cos a sin ö tg ß 
sin (y ■+- ö) 

Hätte man eben so den Winkel ACA' = ß' gemessen, so wäre 



A i B = A , Ctffß = 



_ SLCOSasinÖtgß' 
~ sin(y-hö) * 

also 

AB= A3 - AA'=22££&rf- ig ff) = *™«™*™(ß z£l . 

sin {y 4- Öy * * ' sin(y-\- Ö) cos ß cos ß' 

Läge A tiefer als A', so wäre H- tgß' zu setzen nnd man hätte 
statt der vorgehenden Formel : 

— a - C08as ^ nS8 ^ n (ß + ß') * 
sin (y + ö). cos ß . cosß' ' 

D kann höher oder tiefer liegen als C, d. h. a kann positiv oder 
negativ seyn, das Resultat ist dasselbe. 

Will man nach dieser Methode z. B. die Höhe eines Kirchthurras, 
der sich in einem Thale befindet, von einer benachbarten Höhe 
herab, die über der Spitze des Thurms liege, messen, so werden die 
beiden Winkel ß und ß' negativ seyn, wenn man die erste Formel 
anwenden will; will man dagegen die zweite anwenden, so ist ß 
negativ und kleiner als ß'. Z. B. 



* D. h. in der frühem Formel tritt - p' an die Stelle von /T. 
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a = 357*3, «=-3°48'10", ß = - 13°5'49", ß* = - 20° 18' 9", 

y = 86°37'14", a = 79°13'12", 

also 

A n _ 357-3 . cos 3 0 48' 1 0" «m 79 0 1 3' 1 2" sin 7 0 1 2' 20" 
sin 164° 50' 26" cos 13° 5' 49" cos 20° 18* 9" * 

4) Die drei Punkte A, B, C liegen in derselben Geraden, die 
mit dem Punkte E in der nämlichen Hori- rir 40 . 

zontalebene sich befindet. Man misst 
AB = », BC = b , nebst den drei Höhen- 
winkeln F AE = et , FBE = 0, FCE = y ; 
man soll daraas die vertikale Höhe FE = x 
finden. 

Man hat in den Dreiecken FEA, FEB, 
FEC: 

AE= JL HE = ~r, EC = ~-. 
tga tgß tgy 

Ferner ist EBA = 180° - EBC, cosEBA — - cosEBC; aber 
da(§.27): 

BE* + AB 1 — AE 2 ^ EB'4-BC* — EC* 

cosEBA=~ — T„ ... , cos EBC = T, > 




so ist 



2BE.AB 



2EÜ.BC 



#'0 



+ a* - 



2x 



— — -4-b'- — 



a 



2x 



.b 



woraus: (* 2 tg 2 atg 2 ßtg 2 y + x' t tg 2 atg 2 y-x i tg 2 ßtg x y)h 

= (x 2 tg 2 atg 2 ß-X> 2 tg 2 atg 2 ßtg 2 y-x 2 tg 2 atg 2 y) a, 
x 2 [btg*atg 2 y-btg 2 ßtg 2 y-&tg 2 atg 2 ß+Vitg 2 cctg 2 y] 
= -(&b 2 -h& 2 b)tg 2 atg 2 ßtg 2 y 
= — ab(a4-b)ty , aty 2 0ty 7 J <, 



x — 



Aber aus §.16 folgt 

C08*ßC08 2 CC 



tg 2 ß-tg*y = 



_ 8tn(ß 4- y) *tn (/? — y) 



cos 2 ß cos 2 y 
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also 

tg a tgß tg y Vab(aH- b) 



rr btg 2 ysin(ß H- a)sin(ß —a) ^ t g 2 a sin (ß -H- y) sin (ß — y) -. 

Y L COS 2 ß COS* a COS 2 ß COS 2 y J 

tgatgßtgycosa cosßcosy'Y&b(a.-{- b) 
VV 3 ty*7 co **7 & n (ß a ) — «) + aty 2 a . cos 7 cc sin (ß •+- 7) 

*mfl— 7)] 

«*w a sin ß sin y Y ab(a -+- b) 
~ \Z[b«>i*V^Vi(0+a)sm(/?--a) -h SLsin 2 asin(ß-{-y)sin(ß— y)] ' 

Wir wollen hier wieder ein Zahlenbeispiel beifügen , was wir 
bei obigen so leicht zu berechnenden Formeln unterlassen haben. 
Sey also: 

a = 2350, b = 1650, a = 2°7', 0z=5°9'3O", y = 3 0 18'10", also 
a + b = 4000, /?-f-« = 7 0 16'30", ß - a = 3°2' 30", 
ß+ 7 =8°27'40", j8-y = l°51'20". 

%b = 3*2174839 %a = 3-3710679 

2logsiny = 7*5210324 2logsina = 7*1348620 

logsin(ß+a) = 91025428 logsin(ß-hy) = 9*1677251 

% «Vi (<?-«) = 8 7247850 % *in (0— /) = 8 5102754 

0-5658441 - 2 O l 839304 - 2 

I = 0*03679968 II = 001 525321 

I + H = 005207289 
log(\ + II) = 0*7166117 — 2 
{ log (I + II) = 0*3583058 — 1 . 

logsina = 8*5674310 
logsina — 8*9537999 
log sin y = 8*7605162 
i%a= 1*6855339 
$%b = 1*6087419 
}Zo^(a 4- b)= 1*8010300 
E } log (I -h II) == 9*6416941 4- 1 
logx = 2*0187470 
x= 104*411. 

5) Man soll , indem man die horizontale Standlinie MN = a 
gemessen hat, die Erhebung der zwei Punkte A, B über MN, so wie 
ihren horizontalen Abstand A'B' bestimmen. 
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Man messe (A' t B' in derselben Ho- 
rizontalebene wie MN) in M die Winkel 4 
AMA', A'MB', A'MN; in N die Winkel 
BNB', B'NA', B'NM, so kennt man in 
dem Dreiecke MNA' eine Seite MN und 
die zwei Winkel A'MN, A'NM = B'NM 
— B'NA', kann also NA' nnd MA' be- 
rechnen; in dem Dreiecke MNB' kennt 
man die Seite MN, die Winkel BTÜI, 
NBB' = A'MN- A'MB', kann alsoB'N 
berechnen. In dem Dreiecke A'NB' 
kennt man nnn A'N, B'N nebst A'NB', kann also A'B' finden. 
AA', BB' ergeben sich ans den rechtwinkligen Dreiecken AMA', 
BNB'. 




§. 44. 

Aufgaben über Theilnng der Figuren. Vermischte Aufgaben. 

1) Von einem Dreieck ABO, das vollständig gegeben ist, soll 
durch eine Linie DE, die mit AC den gegebenen 
Winkel a mache, ein Stück CDE = F abge- 
schnitten werden. 

Sey CD=x, CE=y, so ist (§§. 27, 33) : 

xy*wC _ _y_ sina 
2 x~«n(a + C) ; 



hieraus folgt: 




y = 



x Stria 



x sina »in ^ 



«n(«4-C)* 2*m(a+C) 

2 F sina 



» sinasinQ 



y = V- 



«m(a + C)*tnC " 

Hiednrch sind x nnd y, also DE genau bestimmt. Natürlich 
darf a + C nicht > 180°, da sonst die Aufgabe unmöglich wäre. 
Fiele hiebei y > GB aus, so würde DE nicht mehr die OB schnei- 
den, sondern die AB, also etwa die Lage DE' haben: in diesem 
Falle müsste die Rechnung anders geführt werden. 

Dienger, TrifouomatrU. 10 
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Man hätte jetzt, wenn AE' = z, AD = n, und J die Fläche 
des Dreiecks, wobei F das Stück CDE'B : 

--- — J — F, u:z = *m(180°— cc + A):«na, z - 



n J «'nA«no . _ - /2 (z/ — F) sin (a — A) 

— /} — F, u = V » 

2»in(a — A) «inasinA 

* 

^ sin(a — A)sinA' 

Man sieht leicht, wie man zn verfahren hat, wenn mehrere 
Stücke abgeschnitten werden sollten. 

Sey z. B. AC = 1200, BC = 1000, C = 52°, so ist die Fläche 
des Dreiecks 

i^_^- n52 .= 472806. 

Gesetzt nun, es solle dasselbe in vier Stücke abgetheilt wer- 
den, die sich wie 8:7:16:19 verhalten, und zwar durch Linien, 
welche CA unter den Winkeln 60°, 40°, 55° schneiden. Die In- 
halte der Stücke sind: 

472 y- 8 = 7564896, 1^ = 66192-84, 

Di) o\) 

. p — y 

l^i« = 151297-92, = 1W662-28. 

= F, =F,. 

Sind x t , x 2 , x 3 die Entfernungen von C der Durchschnitts- 
punkte der drei Theillinien mit AC; y t> y 2 , y 3 , dessgleichen für CB, 
so ist 

T *m60°.*m52° w 8tnll2°stn52° 
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r2(¥ t -f-F, + F,)*wil07° _ 

T smlQ7°sinD2° 
Sämmtliche Theillinien schneiden also die BC. 

• 2) Von dem Viereck ABCD , in Fi * 4S - 
welchem die Seite AB = a, nebst den * 
Winkeln A und B, gegeben ist, soll durch / \ 
eine Linie EF, welche mit AC den ge- 
gebenen Winkel E macht, ein Viereck c/—.--W 
ABEF abgeschnitten werden, dessen \jt» 

Fläche = S sei. i \ 

A Z_i — . <Js ß 

In dem Vierecke ABEF kennt man G H 
alle Winkel, da F = 360 0 - (A •+• B -f- E) , nebst der Seite a. Sey 
AE = x, so hat man in dem Vierecke die Gleichungen (§.36) 

a — xcosA -f EFco*(A -f- E) — BF cos (A -f- E 4- F) = 0 , 

xsin A - EFmi (A -f- E) 4- BF sin (A + E + F) = 0, 

oder da A4-E + F = 360°-B: 

a — xcosA 4- EFco*(A 4- E) — BFcosB = 0, 

xsinA — EF sin (A 4- E) — BF sinB = 0. 

Hieraus folgt 

_ p _ (x cos A — a) sin B 4- x sin A cos B 
~ cos (A -h W*nnB-¥ sin(A 4- E)Vo*B ' 

B F = ( a ~- xgQ * A ) *m(A + E ) 4- x sin A cos(A 4- E)^ 
b cosB sin (A + E) + sinB cos (A + E) 

d.h. 

FF— xg2w ( A ~~ a * wB bf — ag?w ( A + E ^ — x ^' n ^ 

" »m CA -f- B 4- E) ' sin(A + B + E) * 

Dann ist (§. 37, V) : 

2S = a[x«mA — EF*m(A 4- E)] + x.EFsmE, 

d. h. wegen A + B 4- E = 360°— F, sin(A 4- B 4- E) = -«mF: 

2S»mF = a[x«tiA«tfiF 4- xsin(A 4- B)«m(A 4- E) 

-a«mB«n(A + E)] 
— x[x«n(A 4- B) wnE — a«nB«nE] , 

10* 
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x J «n(A -h B)«nE - x [a«»AwnF + &sin (A + B)*m(A -+- E) 
-f-a«nB«»EJ = - [2S«mF + a 2 *w B sin (A E)]. 
Da «mF = — «n (A + B + E), so ist 

sin AäwiF 4- «in (A + B)szn(A + E) = \cos (2 A 4- B + E) 
— icos(B + E) — {cos(2 A + B + E) 
+ Jc0*(B-E) ($.16)=«nB«nE, 

also 

x 2 «w ( A -h B ) sin E - 2 x a * in B «m E = 2 S «m F 

-H a'fmB*tn(A ■+■ E), 

• < 

_ aamB W " a'am'B 2 S *wF+a 2 sin B gm (Ah- E) 
X ""*m(A-t-B) - y «n a (A-f-B) «ni(A + B)mnE 

Da x positiv seyn muss, so wird, wenn A + B> 180°, noth- 
wendig nur das obere Zeichen gelten. Ist aber A-h B < 180° (wie 
unsere Figur voraussetzt), so ist zu beachten, dass jedenfalls x< AM 
sein wird. Aber 

AM_ *mB _ sinB 
a sinM *m(A4-Bj' 

AM— , *** n ^ u . , AM — x — T y \f? , B P a — •»♦» 
sin (A -h B) f sin 1 (A H- B) 

so dass AM — x negativ ausfiele , wenn man das obere Zeichen 
wählen würde. Also gilt in diesem Falle das untere Zeichen. 

Fiele x > AC aus, so wäre diess ein Hinweis, dass die Auf- 
gabe in der vorgelegten Form sich nicht lösen lässt. 

3) AC, AB sind zwei auf der Papierebene 
senkrecht stehende Ebenen, dessgleichen 
BF. Letztere Ebene lässt sich um eine in 
B auf der Papierebene senkrecht stehende 
Axe drehen. Sonnenstrahlen fallen parallel 
mit einander ein und ist DE die Projektion 
der Richtung derselben auf die Papierebene. Wie muss BF gestellt 
werden, damit der Schatten AE am grössten sei? 

Ist AB = a, so kennt man in dem Vierecke BAEF: die Seite 
AB, die Winkel A und E, so wie die Seite BF, die wir gleich r 
setzen. Man sucht zunächst die Seite x. Zu dem Ende ist (§. 36) 
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r«nF — arf«(F -l-B) + xsin(F -4- B + A) = 0, 
wo aber F-t-B-t- A4-E = 360°, sodass 

— r«en(B -f- A -h E) 4- a*m(A 4- E) — xsinE = 0, 
a gm(A + E)~r«n(A + B + E) 
X ~ *mE 

Daraus folgt offenbar, dass x am grössten, wenn 

A4-B-r-E = 270°. 

d. h. F = 90°. 

4) Wie weit kann man einen Gegenstand, der um a über die 
Oberfläche der Erde erhaben ist, noch sehen ? 

Sey MM' = a, C der Mittelpunkt der Erde, die c 
wir als Kugel denken, so wird A der entfernteste 
Punkt sein, von dem aus man M' noch sehen kann, 
wenn M'A eine Tangente an die Erdkugel (also an 
den Kreisbogen AM) ist. Demgemäss ist M'AC = 90 0 A< 
und also, wenn r den Erdhalbmesser bedeutet: 

cosC = 



a-hr* 




woraus C folgt. Dann ist das gesuchte AM = r eure C. 

Aber, da r sehr gross ist im Verhältnisse zu a, so ist cosC 
nahezu =; 1 , also G sehr klein. Nun hat man 



i- C - (§• 18), r-0 = V^= VE. 



- + 1 

r 



a 



oder wenn man — vernachlässigt, nahezu: 

r 



AM = V^är- 



§45. 

Meeresfläche. Strahlenbrechung. 

L Bei den Höhenmessungen, von denen wir in §. 43 einige 
Beispiele gaben, wurde vorausgesetzt, dass man unter der Erhöhung 
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eines Punktes B der Erde über einen andern A den senkrechten 
Abstand des ersten Punktes von der durch A gelegten Horizontal- 
ebene verstehe; ferner, dass man im Stande sey, den Höhenwinkel 
richtig zu messen, d. h. dass der Lichtstrahl von dem Punkte B 
nach dem in A befindlichen Fernrohr oder Auge in gerader Linie 
gelange. 

Beide Annahmen können wir zulassen, in so weit die vorkom- 
menden Entfernungen nicht beträchtlich sind. Bei grössern Ent- 
fernungen sind sie aber nicht richtig. Unter Erhöhung des Punktes 
B über A versteht man alsdann etwas gauz Anderes, als so eben; 
eben so beschreibt der Lichtstrahl keine gerade , sondern eine 
krumme Linie, deren hohle Seite gegen die Erdoberfläche ge- 
wendet ist. 

Wir wollen diese beiden hier in Betracht zu ziehenden That- 
sachen etwas näher in's Auge fassen. Denken wir uns , die ganze 
Erde wäre mit Wasser bedeckt, so würde die Oberfläche dieses 
Universalmeeres eine krumme Fläche seyn, die entsteht, wenn eine 
Ellipse um ihre kleine Axe sich dreht. Da nun die Erde nicht 
ihrer ganzen Oberfläche nach mit Wasser bedeckt ist, so wird diese 
regelmässige Fläche Unterbrechungen erleiden , und Theile von ihr 
werden nur da vorhanden seyn, wo die Voraussetzung verwirklicht 
ist, d. h. in den Weltmeeren. Man wird sich desshalb unter dem 
festen Lande hin diejenige krumme Oberfläche, von der die Spiegel 
der Meere ein Theil sind , fortgesetzt denken , und so unter dem 
Festlande das erhalten, was man die Meeres fläche nennt, ist 
C irgend ein Punkt des festen Landes und man zieht von demselben 
auf die (so eben näher bezeichnete) Meeresfläche eine Senkrechte, 
so bildet die Länge derselben die Erhöhung des betreffenden 
Punktes über der Meeresfläche. Ist h die Erhöhung des 
Punktes A über der Meeresfläche, H dieselbe Grösse für B, so ist 
dann H — h die Erhöhung des Punktes B über A. 

Der bei der Umdrehung der Ellipse um ihre kleine Axe von 
der grossen Axe beschriebene Kreis bildet den Aequator, während 
die Drehaxe das bildet, was man die Erdaxe nennt. 

Die Länge der grössten Axe, also der Durchmesser des Erd- 
äquators, beträgt nach den neuesten und zuverlässigsten Messungen 
und Berechnungen 6544154 3 Toisen, während die kleine Axe, 
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also die Erdaxe , 6522278*7 Toisen beträgt Bezeichnen wir die 
Hälften dieser Grössen mit a nnd b , so ist also 

a = 3272077-1 , b = 3261139 3 Toisen. 

Bei allen Melsungen der höhern Geodäsie handelt es sich nur 
um die Entfernungen zweier Punkte , die auf die Meeresfläche 
reduzirt sind. * Da man ($. 42, Nr. 7) vermittelst des Theodo- 
liten ohnehin nur Horizontalwinkel misst, so wird die Berechnung 
der Messungen sofort diese Entfernungen geben , unter denen man 
also die Entfernung derjenigen zwei Punkte versteht, in denen die 
von den eigentlichen Punkten auf die Meeresfläche gezogenen Senk- 
rechten diese Fläche treffen, natürlich diese Entfernung als eine 
kürzeste, auf der krummen Meeresfläche liegende Linie aufgefasst. 
Wirheissen sie kurzweg die geodätische Entfernung der Punkte 
auf der Erdoberfläche. 

Betrachten wir nun einen Punkt C des festen Landes , fallen 
von demselben auf die Meeresfläche eine Senkrechte, so wird diese, 
bis» an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres im Zenith des 
Punktes C treffen (§.42, Nr. 3). Die nämliche Senkrechte wird 
mit der Ebene des Aequators einen gewissen Winkel machen , den 
man die geographische Breite des Punktes C nennt. Die geo- 
graphische Breite und die Zenithdistanz des Nordpols, d. h. des 
Durchschnittspunktes der verlängerten Erdaxe mit dem Himmelsge- 
wölbe, machen zusammen 90° aus. 

Bei der geringen Verschiedenheit der beiden Axen des Ellip- 
soids kann man die Erde nahezu als eine Kugel ansehen. Der 
Halbmesser r wäre dann ungefähr = a. ** Die geodätische 
Entfernung erscheint somit als Bogen eines grösstcn Kreises. 

_ * 

• Ist r der Halbmesser der Erde , wenn dieselbe als Kogel behandelt wird, 
h die Erhöbung einer Geraden über der Meeresflache, L ihre Länge, so ist 

— ^ die auf die Meeresfläche reduzirte Länge derselben. Sind beide Endpunkte 

nicht gleich erhöht, so nimmt man für h den mittlem Werth beider. 

a b* 

** Andere nehmen ihn = , — r ,woe ! =l . Genauer ist es, ihn aus 

1— Je a* 

der Gleichung 

1 1 e* 

— — h rt - COS 2^ ' 

r a 2a 
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IL Was nun den zweiten Ponkt, dessen wir vorhin erwähn- 
ten, betrifft, so wurde schon gesagt, dass der Lichtstrahl in der Luft 
keine gerade Linie beschreibe, vielmehr sein Weg eine krumme 
Fi*. 46. gegen die Erde hin hohle Linie sey. Geht also 
von einem Punkte M ein Lichtstrahl aus und ge- 
langt derselbe nach A, so ist der von ihm durch- 
laufene Weg etwa die krumme Linie MA. Die 
Folge davon ist, dass man den Punkt M nicht an 
seinem wahren Orte, sondern nach der Richtung 
AM' zu sehen glaubt, wenn AM' die in A die 
krumme Linie AM berührende Gerade ist. Stellt 
ZA die durch A gehende Senkrechte auf die 
Meeresfläche dar (also die Vertikale in A), eben so 
MC die Senkrechte auf die Meeresfläche in M, 
so wird man annehmen dürfen, die beiden schneiden 
sich im Mittelpunkte C des Erdkreises , der durch die Vertikalen ZA, 
MC gezogen ist. Verlängert man AZ bis an das Himmelsgewölbe, 
so stellt Z das Zenith von A dar, und MAZ wäre die wahre Zenith- 
distanz von M in A. Statt des (geradlinigen) Winkels MAZ misst 
man aber den kleinern M'AZ, oder die scheinbare Zenith- 
di stanz. Ist letztere =z, ist ferner dz der Winkel MAM', £ die 
wahre Zenithdistanz MAZ, so ist also 

£=z + dz. 

Was dz anbelangt, so haben Theorie und Erfahrung bewiesen, 
dass man näherungsweise annehmen dürfe, es sey dieser Winkel 
proportional dem Winkel C am Mittelpunkte des oben angeführten 
Kreises, so dass man setzen kann 

dz = kC, 

wo k ein konstanter, übrigens von dem Zustande der Luft abhängi- 
ger Koeffizient ist. In Bezug auf diesen Koeffizienten glauht 
Struve (Höhenunterschied des kaspischen und schwarzen Meeres 
S.CVI) folgenden Ausdruck für denselben setzen zu dürfen: 

k=0072383(l J^.1D14819- 
worin H die mittlere Höhe der Beobachtungslinie in Metern über 



, wo 9 die geographische Breite des Ortes, in dem man Beobach- 
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dem Boden, B die Höhe des Barometerstandes in Millimeter am 
Beobachtungsort, t die Temperatur der Luft nach Reaumur bedeutet 
Wäre die Temperatur der Luft in hundertteiligen Graden ange- 
geben, so träte an die Stelle von 1-01481 9"^ alsdann 1-011838*- 1 . 
Als mittlem Werth des Koeffizienten k hätte man hiernach 0 0724; 
nach andern Angaben ist er zwischen 0*0556 bis O l enthalten. 
Bessel (Gradmessung, in Ostpreussen S. 197) setzt k = 0*0685; 
Gauss wählt k = 0*0653; die Angaben Bayer 's in der Küsten- 
vermessung schwanken von 0*0876 bis 0*0619; die Franzosen 
setzen nach Corabeuf k = 0*0643 u. s. w. 

Wie bereits oben gesagt, muss zu jeder beobachteten Zenith- 
distanz eines Punktes Z (=M'AZ) noch ^z=kC addirt werden, 
um die wahre Zenithdistanz MAZ zu erhalten; umgekehrt wird, 
wenn der Höhenwinkel des Punktes M gemessen wurde, der mit 
der Zenithdistanz 90° ausmacht, von diesem kC subtrahirt werden 
müssen , um den wahren Höhen winket zu erhalten. Ist s die geo- 
dätische Entfernung der Punkte A und M, so ist in Sekunden 
„ s. 180.60. 60 . ks. 180. 60.60 - A * 



xn 



xn 



§. 46. 

Höhenmessung. Korrektion wegen der Erdkrümmung. 



I. Gesetzt nun die Höhe des Punktes A über 
der Meeresfläche sey h, die von M über der 
Meeresfläche h'; r habe dieselbe Bedeutung wie 
oben, z sey die in A beobachtete Zenithdistanz 
von M, d. h. 

z = M'AZ, MAM' = kC, 

also 

MAZ — z 4- kC ; 
s sey die geodätische Entfernung der Punkte A 
und M; so ist in dem Dreiecke CAM der Winkel 
CAM=180° — (z + kC), 

mithin: 



Vit. *T- 




* r ist immer der Halbmesser der Erde , den wir in I näher 
Für Karlsruhe (* = 49°) ergibt sich log r = 7*3277238 in 
<r = 21,267,858 b. F.). 
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r-4-h' _ 8tn[lSO a — (z + kC)1 _ *m(z4-kC) 
r+~h ~ sin [C+ 180°-(z+kC)] ~ sin Lz + (k - \) C] ' 

. . / , , v «n(z 4- kC) 
r -f- h' = (r + h) —.--7-77 — -— . 

Subtrahirt man beiderseitig r + h , so erhält man : 

sin(z -h kC) — sin [z H- (k — 1) C] 



h'-h = (r-bh) 



*i»Lz + (k- 1)C] 



cos[;l+ - -G\am- 

= 2 (r + h) (§. 16). 

mw^z + (k — 1)CJ 

Nun ist C immer sehr klein , man wird also ohne merklichen 
C s 

Fehler sin - = — setzen können (§. 20), mithin erhalten : 
& LT 

r 2k-l _ 

^ ^[1 + — — C] 

h ' h ~ r 8 «7i[z-f-(k-l)C;r 

• r-hh h h 

oder da = l 4- — und — sicherlich verschwindend klein ist: 

r r r 

co«[zH 2 - CJ 

sin [z 4- (k — 1) CJ 

Diese Formel gibt für alle Fälle der Praxis mit vollkommen 
hinreichender Schärfe den Höhenunterschied der zwei Punkte M 
und A, also die Erhöhung (oder Senkung) von M über A. 

Wollte man statt der geodätischen Entfernung s die von A 

C s' 

aus gemessene Entfernung s' nehmen, * so wäre sin ~ — IjTfc) 
und man sieht , dass die Formel (37) dieselbe bliebe. Es ist dies 



• Dabei ist vorausgesetzt , dass die Entfernung s' auf einer mit der Meeres- 
flache parallelen Fläche gemessen worden. Bei den meisten Messungen wird man 
aber diese Länge nicht geradezu erhalten , sondern die Entfernung des Punktes A 
von M reduzirt auf den Horizont von A, d. h. die Länge der Geraden, welche 
in der durch A gelegten Horizontalebene den Punkt A mit dem Fuaspunkt der 
Senkrechten verbindet, die man von M aus auf dieselbe Ebene fällt. Selbst bei 
den bedeutendsten Entfernungen wird man jedoch, ohne irgend merklichen Fehler, 
letztere Grösse für erstere nehmen können. 
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auch natürlich, da s und 's' kaum von einander unterschieden sind, 

wenn — verschwinderid klein ist. Man wird also (37) immer an- 
r 

wenden können, auch wenn s die letztere Bedeutung hat, ja sogar 
in diesem Falle mit grösserer Sicherheit. 

IL Die Formel (37) lässt sich auch noch etwas anders aus- 
legen. Man hat nämlich : 

2^ ] q C 

cos [z 4- - C] cos [z 4- kCJ cos — 4- sin [z 4- kCJ sin — 

sia[z 4-Tk - 1 ) C] ~ sin [z TkC] cos C - cos |_z 4- kCj^wC ' 

* 

Beachtet man nun, dass im Nenner, für die gewöhnlichen Fälle 
cos (z 4- kC) klein, weil z 4- kC nahe an 90°, sinC klein, weil C es 
ist, so kann man das Glied cos (z 4- kC) sin C gegen mn(z + kG)' 

Q 

cosC vernachlässigen. Setzt man dann noch co«C=l, cos — = 1, 

C s ' ' " 

sin— = — , so hat man ungefähr: i 
2 2r 

cos [z 4 2 — CJ 

= co^Lz + kCj4- — , 



also 



«»[>4-(k*-l)C] * L J 2r 

h'-h = stt%(z4-kC)4-|^, (37') 

Z r 



welches die gewöhnliche Formel ist. Dabei ist s cotg (z4-kC) 
die Erhöhung von M über die durch A gehende, auf AC senkrecht 

s* 

stehende Ebene (Horizont von A) und — pflegt die Korrektion 

Z r 

wegen der Erdkrümmung, oder auch die Reduktion auf den 
wahren Horizont* genannt zu werden. Es folgt aus der Formel 
(370 übrigens ein weit wichtigeres Resultat. Berechnet man 
nämlich, nachdem die gemessenen Höhenwinkel wegen der Strahlen- 
brechung (Refraktion) korrigirt sind , nach den früheren Methoden 
(§. 43) die Erhöhung eines Punktes M über A, so hat man zu der 



* Dies Wort allerdings in anderem Sinne genommen, als es die Note zu S. 141 
erklärt. Hier ist „-wahrer Horizont" die Erdoberfläche. 
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B 



Fig. 48. 



g * 

so gefundenen Erhöhung die Grösse — zu addiren, um zu 

i» r 

finden, um wie viel eigentlich M über A liege. 

IH. Einige Beispiele mögen dies 
klar machen. 

In dem in §.43, Nr. 3 betrachteten 
Falle 8ey gemessen worden: 

CD = a = 2693 bad. Fuss, ö = 
122° 32' 15", y = 55° 33' 19", 
0=1°18'25", « = 0. 

Zunächst mussman nun A'C suchen. 
Zu dem Ende hat man: 




E.logsin(y-\rd) 



%a = 3-4302364 
logsinö = 9 0258480 , 
ifr + *) = 14778014 9 



%s = 4*8338858 
1^62 = 53144251 



%s = 4*8338858. 



Hier ist k = 0 0653. 

^8 = 4*8338858 
logtg(ß—\iC) = 8-3542211 
log A'B =3*1881069 
A'B =1542*08. 



E.logr = 2*6722762 ( §. 45) 
2*8205871. 
C =661-58" 
kC = 431" 
0-y) = l o 17'42". 

2log& = 9*66777 
E.log2r = 2*37124 
203901. 

-2 



^- = 10939. 
2r 

Wirkliche Erhöhung von B über C=A'B-f- — = 1 651*47bad.F. 

Zur Anwendung der Formel (37) wollen wir folgendes Beispiel 
wählen : 

log* = 3-3563886 , z = 89°55'26*3", k = 00734, log 



2m 



= 8*49824. 
logt = 3*35639 
180.60' 8*49824 



2rn 



T85463 



co*(z + 



2k-l 



logs = 3*3563886 
0 = 7*2105300 



E.logsin[z 4- (k - 1) C] = 0*0000008 

0-5669194. 
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j = 7155" 



(1 - k) C - 2' J 2-57" h' - h = 36891 . 

(l-2k)^ = l'103" 

z-f-^^C = 89°54'25-3 // 

z-Kk-l)C = 89°53'13-7". 

Ferner: log s = 3*8764582, z = 90° 9' 2-7", k = 0*0685, 

180 fiO fiO "* 
% 0 =8*49824, gibt h'-h= - 12337, also eine 

z r it 

Senkung. 

§• 47. 

i 

Aufgaben. Depression des Meereshoriiontes. 

1) Ein Punkt (Thurm, Berg) ist um H höher, als die um ihn 
(seinen Fuss) sich ausbreitende unbegränzte Ebene (also z. B. die 
Meeresfläche); wie weither kann er noch gesehen werden? 

In dem entferntesten Punkte der Ebene, in dem der fragliche 
Punkt noch sichtbar ist, muss seine scheinbare Zenithdistanz 90° 
betragen * (in Figur 47 wäre also M der fragliche Punkt, A der letzte 
Punkt der Ebene, von dem aus er noch sichtbar ist, ZAM' = 90°). 
Da jetzt h' — h=H, so ist also in (37), wo nun z = 90°: 



. l-2k 
s .stn — - — 



H = 



<70*(l-k)C 



a a n ? 8 180.60.60 

oder daC = — , wo o = und C m Sekunden ge- 

geben ist: 

s.*m(— ^-^s) 

H== — r^k — ' 

C08( QS) 



* Besser: Der von dem fraglichen Punkte kommende Lichtstrahl muss in dem 
Äussersten Funkte, in dem er noch gesehen werden kann, Tangente an die Kugel- 
flache (der Erde) sein. (Vergl. §. 44, Nr. 4.) 
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ans welcher Gleichung s zu bestimmen ist. Näherungsweise kann 
(\ — k) 

man cos g s = 1 setzen und hat dann 

. „ . l-2k s(l - 2k) l-2k , 

H = s.sm- ir - Q s = s.— — — = - 2r -s, 



i/ 2rH 

Natürlich drückt s auch die Entfernung desjenigen Punktes aus, 
den man von dem Thurme aus am Rande des Horizonts erblickt. 
Steht man also auf einem Punkte , dessen Höhe über der Meeres- 
fläche = H, und erblickt am Rande des Horizonts das Meer, so gibt 
(a) die Entfernung des Standpunkts vom Meeresufer an. 

2) Zwischen zwei Höhenpunkten A und B, deren Entfernung 
S ist, und deren Höhen über der Meeresfläche H und H' seyn mögen, 
liegt eine Höhe C, in der Entfernung s von A, deren Erhöhung über 
der Meeresfläche h ist. Man fragt, ob man B noch von A ans 
sehen könne, oder ob es von C verdeckt sey. 

Wir wollen zunächst die Zenithdistanz z bestimmen, unter der 
C von A aas erscheinen muss. Man hat ungefähr: * 

h — H = s.cq^[z — 1 "" 2k C3 = s^[90°-z-l- 1 T 2k s g ], 

z Z r 

woraus z zu bestimmen ist (und auch bestimmt werden kann). Da 

in der Regel der Winkel 90° — z H 2r~* Q klein ist ' 80 

man nahezu die Tangente dem Bogen gleich setzen können (§. 18) 
d. h. haben: 

wodurch 90° — z gegeben wird. Bestimmt man nun in der Ent- 
fernung S von A eine Höhe h' so , dass sie in A unter derselben 



• Setzt man in (37) (k - 1) C und (2k 1)0 einander gleich, was nahezu 
richtig ist, so hat man: 

h'-h = sc 0 #(z- ^-=^C). 
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Zenithdistanz (z) wie C erscheint, so wird C dieselbe genau decken. 
Aber: \ ' 

h'- H = S#[90°-z+ ±— — S (>] = S [— — + i-— S], 

2r c (> 2r J 

oder, wenn man für 90°— z seinen Werth setzt: 

O 1 91. 

h' = IH--(h-H) + — ---(S'-Ss). 
s 2r 

Ist nun H' >h', so kann man B von A aus sehen; sonst nicht. 

Sey z. B. S = 30,000 Toisen, H = 100, H'= 200, s = 10,000, 

h = 104*54, hg 1 -^ 2 ^ = 3- 12292, so wird h'= 193*29, und also 

L r 

ragt B noch 6*71 (= H' — h') Toisen über C hinaus. 

3) Bei Beobachtungen auf dem Meere hat man die Depression 
des Meereshorizonts, d. h. den Winkel zu bestimmen, den der 
von dem änss ersten sichtbaren Rande der Meeresfläche kommende 
Lichtstrahl mit der Horizontalebene im Beobachtungsorte macht. 
Ist H die Höhe des letztern über der Meeresfläche, so gibt s in der 
Formel (a) die Entfernung des äussersten Randes an. Ist ju die 
Depression, so wird 90° + p. die scheinbare Zenithdistanz des 
äussersten Randes im Beobachtungsorte seyn , so dass also in der 
Formel der Note zu Nr.2 zugleich 



Z = 90° + „, s = '/ 1 2 _ r | i ,C = ^ 
ist. Da dort ferner h' = 0 (Meeresfläche), h =H, so hat man: 



d. h. 



l 2k 

Da der Winkel u — — — C immer klein ist, so hat man 

2 

l-2k pl l-2ks 

y-«-- 2 7 . 



also 
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d.h. 

a* = pV h - V » 

wodurch diese Depression (in Sekunden) bestimmt ist * 

§.48. 
Die Dreiecksnetze. 

Bei der Vermessung eines ganzen Landes ist es von grosser Wichtigkeit, für 
die Detailvermessungen genau bekannte Standlinien zu haben , von denen aus 
durch Wiukelmessungen die einzelnen kleinem Theile aufgenommen werden 
können. Um nun Jene Standlinien zu erhalten, wird man mit möglichst grosser 
Sorgfalt an dazu geeigneter Stelle eine Linie (Grundlinie, Basis) messen, auf dieser 
ein Dreieck sich errichtet denken, toü dem sie die eine Seite ist, wahrend die ent- 
gegenstehende Spitze ein bestimmter Punkt des zu ▼ermessenden Landstrichs ist; 
an diese« Dreieck wird man ein anderes anlegen, so dass beide eine Seite gemein- 
schaftlich haben u. s. w. In dieser Weise aberzieht man den ganzen Landstrich 
mit einem Netze Ton Dreiecken, in denen man die sämmtlichen Winkel misst; ** 
da in dem ersten, an die Grundlinie anlehnenden Dreiecke eine Seite bekannt ist, 
so kann man jetzt alle Seiten jenes Dreiecks berechnen; in dem nächstfolgenden 
Dreiecke kennt man nun abermals eine Seite und alle Winkel, und kann dasselbe 
somit berechnen. In welcher Weise man hier fortschreiten wird, ist klar. Man 
erhält somit die sämmtlichen Seiten aller Dreiecke , natürlich desto sicherer, je 
genauer die Messungen selbst waren ; und findet also die gesuchten Standlinien, 
an die man sich nun bei der Detailvermessung anlehnt. 

Ehe wir jedoch weiter gehen, müssen wir eine Bemerkung einschalten. Wir 
haben vorausgesetzt, dass man die einzelnen Dreiecke gemäss den im dritten 
Abschnitte aus einander gesetzten Lehren berechne , d. h. wir haben dieselben als 



f 2 H 

* Vernachlässigt man k , so ist p = q y — — , eine Formel , die sich ans 

AM 

§. 44, Nr. 4 ebenfalls ergibt, da p = q — , und das dortige a = H. 

r 

** Allerdings genügt die Messung von zwei Winkeln; der bei der Messung 
auftretenden Beobachtungsfehler wegen ist es jedoch sicherer , die sämmtlichen 
Winkel zu messen, und die Summe dann auf 180° auszugleichen, in so ferne das 
Dreieck als ein ebenes angesehen werden kann. 
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eben vorausgesetzt. Diese Annahme ist jedoch, wie wir schon in §. 45 bemerkt 
haben, nicht geradezu zulässig, da die Erde keine ebene Fläche ist. Wir «werden 
jedoch im zweiten Theile nachweisen, dass wenn die Seiten der Dreiecke eine be- 
stimmte Grosse nicht überschreiten, man berechtigt sey, die Dreiecke zu behandeln 
wie ebene Dreiecke. Bei der Bildung von Dreiecksnetzen pflegt man zuerst ein 
Netz Ton sehr grossen Dreiecken, so genannten Dreiecken ersten Rangs, über 
den Landstrich auszubreiten, und misst die Winkel derselben mit äusserster Sorg- 
falt. Die Seiten dieser Dreiecke sind oft mehrere Meilen lang und es kann also 
bei der Berechnung derselben von Anwendung des §.29 keine Rede seyn; sie 
müssen nach den im zweiten Theile aus einander gesetzten Lehren behandelt werden. 
An und in diese grossen Dreiecke legt man nun ein zweites , drittes, . . . Netz Ton 
Dreiecken, deren Seiten immer kleiner werden — die Dreiecke zweiten, dritten, 
.... Rangs , deren Winkel zwar immer sorgfältig , jedoch nicht mit dem grossen 
Aufwand von (Zeit und) Genauigkeit gemessen werden, wie die der Dreiecke ersten 
Rangs. Wie gesagt werden wir im zweiten Theile die Bedingungen darlegen, 
unter denen ein solches Dreieck als ein ebenes angesehen werden darf. Hier 
nehmen wr natürlich an, es handle sich von Dreiecksnetzen desjenigen Rangs, bei 
dem diese Bedingungen erfüllt sind. 

Die Seiten dieser Dreiecke , deren Endpunkte durch dauernde Merkmale be- 
zeichnet werden , bilden nun die für Detailvermessungen nothwendigen und genau 
bekannten Standlinien, deren besondere Messung einerseits zu kostspielig, anderer- 
seits bei den unvermeidlichen Schwierigkeiten einer Längenmessung zu ungenaue 
Resultate geben würde , wenn man diese Operation minder geübten Händen über- 
lassen müsste. 

Es dienen aber diese Dreiecksnetze nicht blos dazu, Standlinien für Detail- 
vermessungen abzugeben , sondern es werden vermittelst derselben die einzelnen 
Eckpunkte festgelegt. Diese Festlegung geschieht dadurch, dass man die Koor- 
dinaten der Eckpunkte berechnen kann , d. h. die Entfernungen derselben von 
zwei beliebig gewählten, auf einander senkrecht stehenden geraden Linien. 'Die 
Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecksnetzes ersten Rangs 
werden wir im zweiten Theile darlegen; hier nehmen wir die Lage dieser Eckpunkte 
als gegeben an. Da die Dreiecke des zweiten u. 8. f. Rangs sich an die Seiten 
der Dreiecke ersten Rangs anschliessen , so wird man am besten als die zwei ein- 
ander senkrecht durchschneidenden Geraden , auf welche die Lage der Dreiecks- 
punkte niederen Rangs bezogen werden soll , den durch einen Eckpunkt ersten 
Rangs, der zugleich Eckpunkt des betrachteten Netzes ist , gelegten Meridian , so 
wie die auf ihm in jenem Eckpunkte senkrecht stehende Linie annehmen. Die 
Entfernungen der Eckpunkte von jenem Meridiane sind dann die Ordinaten, die . 
Entfernungen der Fusspunkte der von den Eckpunkten auf den Meridian gefällten 
Senkrechten von dem angenommenen Eckpunkt ersten Rangs, die Abszissen der 
Eckpunkte. Die Berechnung der Koordinaten ist Sache der ebenen Polygono- 
metrie. Ist A der fragliche Eckpunkt ersten Rangs, NS der durch ihn gehende 
Meridian, so wird man nach den in meiner „ebenen Polygonometrie" dargestellten 

Dienfor, 'Trigonometrie. H 

i 
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Fi* . 49. Lehren , indem man die Eckpunkte als 

Eckpunkte eines Linienzugs (vergl. §. 7 
der „ebenen Polygonometrie") ansieht, 
die Koordinaten genau und nach einem 
leiehten Mechanismus berechnen können, 
indem sämmtliche Winkel und Seiten des 
Linienzugs als bekannt angesehen werden 
dürfen. Da man offenbar den Linientug, 
der durch das Dreiecksnetz gebildet wird, 
in verschiedener Weise anordnen kann, 
so wird man auch die Koordinaten der 
einzelnen Eckpunkte in verschiedener 
Weise erhalten können, und somit die 
Rechnung fortwährend zu kontroliren im Stande seyn. Der Winkel, welchen eine 
beliebige Seite des Netzes mit dem Meridian NS macht, wird nach §. 5 Formel (5) 
der „ebenen Polygonometrie 14 ebenfalls leicht zu bestimmen seyn; man pflegt ihn 
das Azimut h der Seite zu nennen und er dient zur Orientirung der Seite auf der 
Erdoberfläche. 

Die bekannten Koordinaten der Eckpunkte dienen dann zur graphischen Auf- 
tragung der Netzpunkte , behufs Bildung yon Karten , in denen eben diese Eck- 
punkte mit den sie verbindenden Seiten das Gerippe bilden. 

Da die Berechnung der Seiten nach den Lehren des dritten Abschnitts ge- 
schieht, worüber wir uns hier wohl nicht weiter zu verbreiten haben; da ferner die 
Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte ganz eigentlich Sache der Polygono- 
metrie ist, die wir ausführlich in dem bereits mehrfach angeführten Werke darge- 
stellt haben, so können wir hier diesen Gegenstand verlassen, da die gegebenen 
Andeutungen und Hinweisungen vollkommen genügen werden. Ohnehin werden 
wir im entsprechenden Abschnitte des zweiten Theils nochmals hierauf zurück- 
kommen müssen. 



Siebenter Abschnitt. 

Ueber den Einfluss fehlerhafter Daten auf die durch 
Rechnung hieraus erhaltenen Grössen. 

§. 49. 

Aufstellung der Grundgleichungen. 

I. Soll aus gewissen gegebenen Grössen (Daten) eine noch unbe- 
kannte Grösse durch Rechnung gefunden werden , so müssen jene 
ersten zunächst durch wirkliche Messungen gesucht worden seyn. 
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Bei allen Messungen, wie überhaupt bei allen Beobachtungen, wer- 
den wir aber niemals vollkommen sicher seyn , den durchaus richti- 
gen "Werth für die zu bestimmende Grösse erhalten zu haben. Ab- 
gesehen von gewissen Fehlern , die in der Einrichtung der Instru- 
mente u. s. w. ihren Grund haben, und die wir bis auf einen gewissen 
Grad zu bestimmen, also auch zu verbessern im Stande sind, 
werden den Beobachtungen unvermeidliche Fehler anhaften, die in 
zufalligen Ursachen ihren Grund haben, als in nicht zu berechnen- 
den Temperaturverhältnissen, mehr oder minder Aufmerksamkeit 
u. s. w. Diese Ursachen, über deren Daseyn oder Nichtdaseyn im 
speziellen Falle nur schwer entschieden werden kann , bringen nun 
die so genannten unvermeidlichen Beobachtungsfehler her- 
vor, auf die wir somit in allen aus der Erfahrung genommenen 
Angaben zählen müssen. Es versteht sich ganz von selbst, dass 
wir nur solche Angaben aus der Erfahrung benützen werden, die 
durch unter den obwaltenden Umständen möglichst genaue Beob- 
achtungen erhalten wurden , so dass wir — wenigstens in so ferne 
wir hier von Beobachtungsfehlern sprechen — von vorne herein 
annehmen dürfen, es seyen die Fehler, welche den aus der Erfah- 
rung genommenen Angaben anhaften, möglichst klein. Uebrigens 
werden , theoretisch gesprochen , diese Fehler eben so wohl positiv 
als negativ seyn können , d. h. die durch Beobachtung gefundene 
Grösse kann eben sowohl grösser als kleiner seyn, als der wahre 
Werth derselben. Bei Winkelmessungen ist dies ganz von selbst 
klar. Bei Längenmessungen dagegen wird ein positiver Fehler 
überwiegend vorkommen, da viele unvermeidliche Umstände zu- 
sammenwirken, die gemessene Länge zu gross erscheinen zu lassen, 
wie etwa das Abweichen von der geraden Linie , das nicht gehörige 
Anziehen von Messketten u. dgl. Doch muss man theoretisch posi- 
tive Fehler eben so gut zulassen , als negative. 

Wie schon gesagt, werden die Fehler, welche den aus der Be- 
obachtung entlehnten Angaben anhaften , im Allgemeinen nur klein 
seyn im Verhältniss zu den gemessenen Grössen. Daraus folgt, 
dass man die Produkte solcher kleinen Grössen , so wie die höhern 
Potenzen derselben gegen die einfachen Fehler, d. h. die ersten 
Potenzen derselben, wird vernachlässigen können. 

» 

In Bezug auf Winkel wird man also, gemäss §. 18 und §.20, 

11 • 
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den Sinns eines Fehlers gleich dem zum Halbmesser 1 gehörigen, 
diesem Fehler entsprechenden Bogen, den Cosinus des Fehlers = 1 
setzen müssen. 

IL Sind die Daten nicht fehlerfrei, so werden die durch Rechnung 
aus ihnen erhaltenen Grössen in derselben Lage seyn. Nun wird 
man aber für jede Art der Beobachtung, welche Daten lieferte, eine 
äusserste Fehlergränze anzugeben im Stande seyn, d. h. man 
wird mit voller Bestimmtheit aussprechen können , dass der bei der 
Beobachtung begangene Fehler nicht grösser sey, als eine gewisse 
Grösse, also etwa bei Winkelmessungen nicht grösser als 20" u. s.w. 
Daraus aber muss sich eine Fehlergränze für die durch Rechnung 
erhaltenen Grössen ermitteln lassen , so dass man sagen kann, der 
Fehler einer dieser letztern Grössen übersteigt nicht einen bestimm- 
ten Werth. Man hat also sich folgende Frage zu stellen : Wie 
kann man aus den als bekannt angesehenen Fehlergränzen der Daten 
auf die Gränzen der Fehler der Resultate schliessen? Fassen wir 
diese Aufgabe etwas anders, so wird sie auch so heissen: Wenn 
man weiss , innerhalb welcher Ausdehnung die Fehler in den aus 
der Erfahrung entlehnten Angaben sich bewegen können , wie ist 
man im Stande, die Ausdehnung zu bestimmen, innerhalb der die 
Fehler der aus jenen Angaben gezogenen Resultate sich bewegen? 

Soll diese Aufgabe gelöst werden, so wird man vor Allem nach 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Fehler der Resultate und der 
Fehler der Daten zu forschen haben. Diese ist begreiflich aus dem 
Wege zu schliessen, den man bei Auffindung jener Resultate einge- 
schlagen, d. h. sie ist aus den Formeln zu entnehmen, die man an- 
gewandt hat, um zu den Resultaten zu gelangen. 

III. Wenden wir das im Allgemeinen Angedeutete nunmehr auf das 
Dreieck an, so werden in demselben, wenn a, b, c die Seiten, A, B, 
C die Winkel bezeichnen, drei Stücke, worunter mindestens eine 
Seite, als bekannt, die andern drei als unbekannt anzusehen seyn. 
Bezeichnen wir nun mit Ja, Jb, Je, JA, JB, JQ die den Seiten 
und Winkeln anhaftenden Fehler , so werden diese sechs Grössen 
durch drei Beziehungen mit einander verbunden seyn, die uns ge- 
statten, aus dreien derselben die drei andern zu bestimmen. 

Diese drei Beziehungen leiten wir aus den Formeln des Zu- 
satzes zu §.28, nämlich 
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c=aco*B + bco*A, a«mB = bmiA t A 4-B 4- C = 180°, (a) 
ab. 

Die hier aufgeführten Grössen sind natürlich nnr mit ihren 
absolut wahren Werthen zu nehmen. 

Bezeichnen nun aber a, b, c, A, B, C die gemessenen, 
oder durchRechnung gefundenen Werthe, so werden a4- Ja, 
b4-Jb, c-4- Je, A4- JA, B+JB, C4-JC die wahren Werthe 
seyn, und man wird haben: 

c 4- Je = (a 4- Ja) cos (B -4- JB) 4- (b 4- Jb) cos (A 4- JA), 

(a 4- Ja)«n(B 4- JB) = (b 4- Jb)«n(A -h JA) , 

A-f-B 4-C4- JA 4- JB-f- JC= 180°. 

Nun ist, nach dem Obigen: 

cos (B 4- JB) = co*B — sinB . arc JB , 

cos (A 4- JA) = cos A — sin A . arc JA , 

sin(B 4- JB) — sinB-h cosB . arc dB, 

sin(A 4- JA) = sinA 4- cosA . arc JA, 

daher, wenn man Ja., arc dB u. s. w. sofort vernachlässigt: 

c4- Jc = aco*B 4- Jsl.cosB — i.sinB.arc JB 4- bcosA 

4- Jb cos A — b sin Aare JA, 

awnBH- Ja*wB 4- a cos B arc JB = bsinA 4- Jb«mA 

4- b cosA. arc JA, 

A 4- B 4- C 4- JA 4- JB 4- JC = 180 °. 

Nun wurden aber die Rechnungen mit den Formeln (a) oder 
den daraus gebildeten geführt; die Werthe a, b, c, A, B, C ge- 
nügen also jenen Formeln (d. h. man hat die gesuchten Grössen so 
bestimmt, dass sie nebst den gegebenen Grössen den Gleichungen (a) 
genügen) ; daraus folgt offenbar, dass man aus den so eben ange- 
gebenen drei Formeln, wenn man die Formeln (a) durch Subtraktion 
mit ihnen verbindet, zur Bestimmung der gegenseitigen Abhängig- 
keit der Grössen Ja, Jb, Je, JA, JB, JC haben werde: 

Je = Ja cos B - a sin B arc JB 4- Jb cos A — b sin A arc JA, J 
J&sinB -\- zcosBarcJB = Jb*m A 4- bcosAarc JA, ) (40) 
JA + JB 4- JC = 0. ' 
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Diese drei Gleichungen , von denen die letzte auch arc JA 
-harcJB -harc JC=0 heissen könnte, regeln die Beziehungen der 
sechs Grössen <4a, . . . . , JC gegen einander vollständig und jede 
andere Beziehung, die etwa noch bestehen konnte, muss hieraus ab- 

- 

geleitet werden können, bietet also nichts Neues dar. 

IV. Man könnte einen Anstand finden, die Produkte J a arc AB u. s. w. zu ▼er- 
nachlässigen , da ja A a selbst gross seyn kann. Cm diesen Anstand zu heben, 
setze man Ja = aa, Jb = bß, Jc = cy, wo a, ß t y sehr kleine Brüche sind, 
und hat 

c4-cy = (a4-aa)[co*B - sin B arc AB] 4- (b 4- b ß) [cos A - sin Aar« A AJ, 
4- (a 4- a o) (*»n B 4- co* B are A B) = (b 4- b 0) («n A 4- co* A are A A) , 

A + B + C + JA 4- JB4- JC = 180°. 
Zieht man die (a) davon ab, so ergibt sich 

c y = — a sinBare A B 4- aa (cos B — sinB arc AB) 

— b *m A are AA + bß (cos A — sin A arc J A) , 
a cos B arc JB + aa (sin B 4- cos B are J B) 

= b cos A arc A A 4- b /? («n A 4- co# A arc A A) , 
JA 4- JB4- AC = 0. 
Dindirt man die erste und zweite Gleichung beiderseitig mit a und beachtet 



c b 

nun, das6 die Quotienten — , — bestimmte Zahlen sind, so wird sich sofort er- 

a a 

geben , das* die Grössen 

a sin B arc AB , — ß sin A arc JA, aeosB arc AB , — ß cos A arc A A 
a a 



c b b 

— V — — sin B arc AB sink arc A A 4- a eos B 4 ßcosA 

a 9 a a r 

cosB arc AB + a sinB = — eos Aare AA 4- — ßsinA. 

a a r 



Dies sind aber die beiden ersten Gleichungen (40). 

§. 50. 

Anwendung auf das Dreieck. 

» 

I. In einem Dreieck sind gegeben c, A, B; berechnet a, b, C. 

Für diesen Fall hat man aus (40) die drei Grössen Ja, Jb, 
JC durch Je, JA, AB zu suchen. 

Nun zieht man aber aus diesen Gleichungen : 

JC = — JB — JA ; 
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4 

\ 

I 

dann 

JzcosB -hJbcosA = Je 4- zsinBarc JB 4- ba/nAar«? JA, 
Ja sin B - Jb «tn A = - a cos B arc JB 4- b cos A arc JA , 
woraus folgt: 

sinA AT) cos ( A 4- B) borg J A 

Ja = JC -«»(A + B) ~ a ^ B, «V*(A-fB) + ^V^A^ B) • 
«nB arcJB cog ( A 4- B) 

Jb = /jC ' *m(A4-B) + a Sn(A + B) "^"^Vn (A + B) ' 
d. h. daA4-B = 180°-C, 

, *mA , cosC b arc JA 

Ja = Jc.-r- k 4- a-TTiOrcjB 4- . p . 

sinB & arc dB ^ arc JA cos C 
Jb = Jc. . ^ H x Hb -T-p , 

Da aber 

sinA sinB _ b 

so ist: 



aJc aco«Carc^/B , bare JA 
c 



b//c narcJB .. bco»C . A } (b) 
Jb — t-« 1 --~n arc JA ' l 



JG--JA- JB.* 
Man kann diesen Formeln, wie leicht ersichtlich, auch folgende 
bequemere Form geben (§.49, IV): 

4t - 4- ce> Cöwc JB 4- arc JA , 

b c bsmü 1 

JC = - JA - JB. ' 

.„ Ja Jb 

Will man die möglich grössten Werthe von JC, — , hieraus 

Je 

erhalten, wenn die möglich grössten Werthe von JA, JB, — 



* In diesen Formeln sind natürlich c, A, B, a, b, C die (fehlerbafon) ge- 
und berechneten Werthe. 
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t 

gegeben sind, so wird man alle einzelnen Glieder der zweiten 
Seiten blos positiv zu nehmen haben, da man ja im Allgemeinen t 
JA, JB, Je sowohl positiv als negativ nehmen kann, also das Vor- 
zeichen dieser Grössen immer so wählen darf, dass jedes Glied po- 
sitiv ausfällt. Offenbar erhält man dadurch die grössten Werthe 

von — , ~ 9 JC, die übrigens, wie bereits mehrfach gesagt, 
a o 

sowohl positiv als negativ seyn können. 

Aus den Formeln (b') lässt sich jedoch noch einiges Weitere 
schliessen. Gesetzt A und B seyen so beschaffen, dass ihre Summe 
nahe an 180° oder nahe an 0 sey, so ist C nahe an 0 oder 180°, 

also sinC sehr klein; daraus folgt klar, dass ~, ~- sehr bedeu- 
tend ausfallen werden, wenn auch JB, JA klein sind; eine solche 
Annahme ist also möglichst zu vermeiden. 

Ist A + B = 90°, so erreicht sinC seinen grössten Werth, und 

cotgC ist=0; also wird, bei unverändertem — , sowohl — als ^ 
* c a b 

in diesem Falle möglichst klein ausfallen , so dass also dieser Fall 

zu den günstigen gehört. 

Für diesen Fall (C = 90°) ist: 

Ja, Je , b Jb Je a . n 

— — 1 — wre JA, — = [- — arcJB. 

a c a beb 

In der Regel werden die Werthe von JA, JB (ohne Rücksicht 

auf ihr Vorzeichen) beiläufig einander gleich seyn; ist nunb>a, 

b a Jz. Jb 

so ist ->1, r- < 1 und — fallt grösser aus als — das Umgekehrte 
ab a b 

hat Statt, wenn b<a. Am besten wird es mithin seyn, wenna— b 

(also auch A=B), in welchem Falle dann — , 4~ (nahe) einander 

a b 

gleich seyn werden. 

Das günstigste Dreieck für diesen Fall ist mithin das, in welchem 

A = B = 45°. 

II. In einem Dreiecke sind gegeben c, A, C; daraus berechnet 
a, b, B. 
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Aus den Formeln (40) ergibt sich, wie oben: 

JB = - JA - JC , 

Ja Je ^ b — aco«C 

— = — cotg C arcJC H ag ^Q — <wc «</A , 

Jb _Jc bwC-a a 

-r- — 1 . . ^ — arcJA — . . ^ arcJL, 

b c b«nC b«nC 

d. h. da b — aco*C = cco*A, bcc«C — a — — ccosB, a«nC 
— c«nA, b«nC — crinB: 

JB = -^A-^/C, 

— = — — cety C arc ^/C ■+• cotg A arc //A , , 

— = ~ — cotgBarcJA — . * arc JC , 
b c b*mG 

woraus ganz dieselben Folgerungen gezogen werden , wie in I. 

m. In einem Dreiecke sind a, b, C gegeben, und daraus c, A, B 
berechnet. 

Aus (40) hat man: 

acoiBorc JB — bcosAarcJA = — Ja*wiB -4- Jb«7»A, 
arc JA -h arc JB = — arcJC, 

woraus : 

(aco«B -f- bcosA)arcJB = JbsinA — ^a*mB — bco*Aarc^C, 
(aco*B + bcos A)arcJA= —JbsinA-hJ*sinB—&cosBarcJC, 
d. h. wegen der Gleichungen (a) : 

carcJB = JbsinA — J&sinB — bcos Aare JC, 
c arc JA = — JbsinA -+- JzsinB — a cos B arc ^C. 
Dann ist 

^/c = Ja cos B -f- Jb cos A — - a sin B arc JB — b sin Aare JA , 
d. h. ' 

cJc = cJa,cosB -f- C//bco« A — a«nAwnB^b -t- a#m 3 B^/a -t- 
a b B cos Aare JC -f- b «n* A^/b -b«?«A sinBJ* + 
a b *m A coä B arc «^C = (c co« B — b «n A *m B -f- a sin * B) ^a 4- 
(ccc«A — awwAwnB+bwn'A) //b-f-ab«h(A-t-B) arc ^/C, 
oder dab*mA = a*mB, A-t-B = 180° - C: 
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qJc = c cos BJ& + c cos AJb -f- ab sin C arc JC. 

Also hat man jetzt : 

JbsinA JasinB b 

arc //B = cosA arc JC , 

c c c 

JbsinA , ia«nB a _ 

arc //A — 1 co.sB arc JKj , 

c c c 

ab 

<*/c = J&cosB + JbcosA H «Vi C arcJC , 

c 

welche Gleichungen auch in folgender Form geschrieben werden 
können (da a«'«C = c «th A) : 

Jb bsinA J* amiB b >ri 

arc ^/B — — . . cos Aare JC, 

b c a c c 

■» 

^b b«nA ^/a awnB a _ .~ 

arc JA — 1 cos B arc JC , 

b c a c c 

* 

Je Ja ac0*B bco«A btmA . n 

— — . t- — . — — - H arc JKj , 

c a c b c c 

oder endlich, da a*mß = b«tnA: 

bsinA sJb Jsl\ bco«A 

arc JA == ( J arcJC , 

c V b a J c 

a«'nB///a Jb\ slcosB jrt f ,v 

arc JB = I 1 arcJC , > (c) 

c V a b J c t 

Je Jsl slcosB Jb bcosA bswiA 

— = h — ■ 1 arcJC. 

c a c b c c 

Aus den Formeln (c) folgt , dass je grösser c gegen a oder b 

Je 

ist, desto kleiner JA, JB, — ausfallen, so dass man also den 

c 

Winkel G so gross als möglich, d. h. so nahe an 180° als möglich 
wählen soll. Ist daneben b = a, so werden, wie leicht ersichtlich, 
die Fehler JA, JB einander gleich, was man als vorteilhaft anzu- 
sehen berechtigt ist 

Selbstverständlich meinen wir hier die äussersten Fehlergränzen von A, B, c, 

so dass also, wenn b = a und ~ , — , absolnt genommen gleich sind , diese 

b a 

Fehlergränzen einander gleich werden. Dieselbe Bemerkung gilt bei all diesen 
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* 

IV. In einem Dreiecke sind gegeben a, b, c; daraus berechnet 
A,B, C. 

Die Formeln (40) geben zunächst : 

Jc.cosB Jb cos( A+B) 

arc JA = — ; — r-rz — ^ + t ■ > . 4- 



b«n(A-f-B) b«n(A + B) ^«»(A+B)' 

arcJB Je cos A _^ Jb Ja cos (A-hB) 

a«n(A+B) a«n(A-fB) a«m(A + B)' 

d. h. 

arc JA ^ a 4bco*C JccosB 

bsinC bsinC bsinC 1 

JzcosG Jb Je cos A 

arcJB — . ~ 1 r~ r 

a«nC a«nC a*inC 

woraus dann 

arcJC — — rtre </A — ar<?//B — ^a f kco»C 

V ab«?*C J 

^ S & cos C — b\ ^ficosB -\-bcosA\ 
v ab«V»C y V ab*mC y 

folgt. Es ist leicht ersichtlich, dass man diesen Gleichungen auch 
folgende Form geben kann : 

1 /"a Ja, n //b\ A 'Je 

arc JA — -r-~ I t- — cos C — J — cotyB — 

sinV Vb a b / c 



_ 1 (b Jb r J&\ K Jc \, A \ 

. \ / c Je . Jb \ -r* J* 

arc JC = -r-T t- cos A -r— ) — cotoB — 

«nAVb c b/ a 



^/a //b ^/c 

Würde man — = — — — setzen können, so hätte man, 
a b c 

da auch 

l n r> a—bcosC ccosB 

a — b cos C = c cosB , — bw'nC — = bSnC = ^ u# s * w * : 

^A = 0, ^B=:0, //C = 0, 

d. h. die Winkel würden fehlerlos erhalten , wie natürlich, da unter 
diesen Voraussetzungen das falsche und wahre Dreieck ähnlich 
wären. 

Sehen wir hievon ab, so zeigen die Gleichungen (d), dass (im- 
merhin unter der Voraussetzung, dass wenigstens nahezu die abso- 
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Jijl Jb Je 

luten Werthe von — , — , — gleich seyen) die Fehler JA, JB,JC 

a b c 

möglichst einander gleich ausfallen werden , wenn die drei Winkel 
A, B, C einander gleich sind, also das Dreieck ein gleichseitiges ist. 
Letzteres ist also für diesen Fall am vorteilhaftesten. 

V. In einem Dreiecke sind a, b, A gegeben und daraus c, B, C 
berechnet. 

Die Formeln (40) geben : 

_ Ja. M _ Jb «nA b cosA Jk 

arcJB — tgB-\ — H —axcJA, 

a a Cosa a cosB 

•Jn. Jbcos(A + B) b«n(A+B) JK 

j c - — — n — -arcJA, 

cosB cosB cosB 

_ Ja, Jb sinA zcosB-hbcosA 

arcJL — — tgB — — =: arcJA, 

a a cosB zcosB 

welche Formeln leicht auf folgende Form gebracht werden 

können : 

p ^a Jb 

arcJB = — — tgB -j^-tyB + tgBcotgAarcJA, 

J& _ Jb , _ c 

arc JG — — tgB — 7~tgB -arcJA, > (e) 

a b aco«B / w 

Jc_^Jb, a Jb bcosG 
c a ccosB b cco8B ^ 

Aus diesen Formeln folgt, dass je mehr B gegen 0 oder 180° 
geht, d. h. der überall vorkommende Nenner cosB zunimmt, die 

Je 

Grössen JB, JC 9 — abnehmen; jedenfalls ist dies der Fall mit 

c 

JB, JC, die also klein werden, wenn B nahe an 0 oder 180° ist, 

Je 

vorausgesetzt, dass nicht A nahe an 0 ist Was ~ anbelangt, so 

wird, wenn B nahe an 0 ist, diese Grösse ebenfalls klein seyn; wenn 

B aber nahe an 180°, so ist b sehr gross im Verhältniss zu c und 

bcosC . , Ä . . Je . , 

— kann sehr gross seyn , so dass also jetzt — nicht gerade 

c cos B J c 

klein ausfällt. Man wird also in diesem Falle die vortheilhafteste 

Gestalt des Dreiecks erhalten, wenn B nahe an 0 ausfallt, also b 
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sehr klein ist im Verhältniss zu den zwei andern Seiten. Wegen 
des Bruchs — in — sollte — klein; wegen — ^— in JC aber 

CC08B C C 2LC08B 

c a 

— klein, also — gross seyn; man wird also, wenn Beides beachtet 

ä C ^ 

werden soll, möglichst a = c wählen, d. h. bei kleinem — , A nahe 

a 

an 90° nehmen. 

VI. Ist eine oder die andere der gegebenen Grössen als durchaus 
richtig anzusehen, so wird man in (40) den ihr zukommenden 
Fehler = 0 zu setzen haben. Dies tritt etwa ein , wenn man zum 
Voraus weiss, dass das betreffende Dreieck rechtwinklig sey, wo 
dann der Fehler des rechten Winkels Null ist; es wird aber auch 
dann anzunehmen seyn, wenn eine als Seite eines grösseren Dreiecks- 
netzes (§.48) bereits scharf berechnete Seite zugleich eine der 
Seiten des hier betrachteten Dreiecks ist. Dessgleichen verhält es 
sich mit Winkeln, die einer grössern Vermessung entnommen werden. 

Die bereits zu I gemachte Bemerkung wegen der aus den 
aufgestellten Formeln folgenden äussersten Werthe der Fehler der 
gesuchten Grössen gilt natürlich für alle Formeln. Die nämlichen 
Formeln können übrigens auch zu einem andern Zwecke benützt 
werden. Wünscht man nämlich die (kleine) Aenderung zu kennen, 
welche die berechneten Grössen erleiden, wenn die Daten um We- 
niges geändert werden, so geben die Formeln (b) bis (e) diese Aen- 
dernngen geradezu, wobei begreiflich die vorkommenden Grössen 
mit den ihnen in den Formeln beigelegten Zeichen zu nehmen sind. 

Ehe wir zu Beispielen übergehen , wollen wir aus dem Vor- 
stehenden einen Schluss auf die vortheilhafteste Gestalt der Dreiecke 
in geodätischen Netzen (§. 48) machen, d. h. auf diejenige Gestalt, 
bei der die Beobachtungsfehler den möglich geringsten Einfluss auf 
die zu berechnenden Seiten und Winkel haben. Da man dabei nach 
I zu verfahren hat, so würde das gleichschenklig rechtwinklige 
Dreieck, dessen Hypothenuse die gemessene Seite wäre, diesen Be- 
dingungen entsprechen. Geht man aber von der Basis des Netzes 
zu den Dreiecken ersten Rangs über, so werden nothwendig die 
neuen Seiten grösser als die gemessene; da dies nun nicht vortheil- 
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Beispiele. 



haft ist» so wird man mithin die neu' hinzutretenden Seiten nicht 
allzu viel grösser wählen als die Basis oder die bereits bekannte 
Seite , zugleich die Dreiecke gleichschenklig , hier also fast gleich- 
seitig machen. Daher rührt die geodätische Vorschrift, von der 
Basis aus durch allmählig grösser werdende Dreiecke, die zugleich 
immer nahe gleichseitig sind (oder wenigstens gleichschenklig), 
fortzuschreiten. 

Geht man aber von den Dreiecken ersten Rangs zu denen eines 
niederem Rangs über, so wird man sich an die Vorschrift in I 
halten, d. h. die Dreiecke möglichst rechtwinklig gleichschenklig 
machen können. 

§. 51. 

Beispiele. 

Wir haben im Vorstehenden aus den allgemeinen Formeln ge- 
wisse Folgerungen in Bezug auf die vortheilhafteste Gestalt der 
Dreiecke in den verschiedenen Fällen gezogen. Es versteht sich von 
selbst, dass diese Folgerungen auch nur im Allgemeinen gelten und 
im besondern Falle oftmals etwas verschiedene Ergebnisse erhalten 
werden können. Es hängt dies begreiflicher Weise von den Ver- 
hältnissen der bei Längen- und Winkelmessungen begangenen Fehler 
ab, und jeder Beobachter wird im Stande seyn, zu entscheiden, 
über welche Gränzen hinaus diese Fehler bei seinen Beobachtungen 
sicherlich nicht gehen können. — Wir wollen uns auf diese beson- 
dern Untersuchungen , die nach Anleitung des Vorstehenden leicht 
zu führen wären, nicht weiter einlassen, sondern nur noch einige 
Zahlenbeispiele zufügen, um die Anwendung der obigen Formeln 
daran zu erläutern. 

I. Sey c = 379-5, A = 64°9'16", B = 75° 18'28", also C 

= 40°32'16", b = 564'8, a = 525*486 (§.29), sey ferner — 

c 

nicht über ^ qqq » ^ nicht über 1", d.h. die Längenmessung 

1 

fehle höchstens um |q~qqo der Länge, die Winkel höchstens um 1". 

Für diesen Fall sind nun die Formeln (b') anzuwenden und zu setzen 

— = 0-0001, JA = JB=\". 
c 
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logcotgO = 10 06793 logb = 275189 

logarcV— 4'68557— 10,* logarc 1" = 4*68557 — 10 

4*75350—10, E%a = 7*27944 

Eloff8inC = 0-18712 

4 90402-10. 

cotgCareJB = 000000567, b wa = 000000802 

cotg C arc^A = 0*00000567 ff a*wi C ar 

Z^a = 2-72056 
logcurcV' = 4'68557 -10 

E%b = 7*24811 
E Z<^ Ä C = 018712 

4-84136-10 

a 



b sin c 

Also äusserster Werth von 
Ja. 



arcJR = 0-00000694. 



: O'OOOl + 000005567 4- 000005802 = 00001 1 369 , 

* 

: 00001 + 0-00000694 + 0'00000567 = O'OOOl 1261 , 



a 

Jb 

b 

^C:l" + 1" = 2", 



so dass a, b um etwas mehr als Trr7^K , C um 2" gefehlt seyn 

H) f V[)i) 

können. 

Würde man c um Jq"^qq» ^ ^ B um 1" ändern (and zwar 

grösser machen), so würden sich a, b, um 0*00011369, 0*00011261 
ihrer Länge , C um — 2" ändern. 

II. a = 94593-1, b = 80322'9, c = 82425*8; also A = 71°3' 
34*74", B = 53° 26' 0*68", C = 55° 30' 24*54" (§. 31). Man 
ändert nun a höchstens um 8, b um 7, c um 7*5 und fragt nach der 
höchsten Aenderung von A , B , C. 

Die Rechnung ist nach den Formeln (d) zu führen, wo J*=8, 
Jb = 7,Jc — 7'5. 



* log ctrc 1" = log sin l" ; überhaupt log are n"=: log $in n", wenn n<l740 
<i 20). 
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e. 



log Ja 
Elogb 
B log sin C 

Ja 



0*90309 
509516 
0 08398 



b«nC 



Elogs. 
ElogsinC 

Jb 



log Je 
Elogb- 
E log sin A 

Je 



bsinA 



008223-4 
0-000121 

log Je : 
Eloge: 
log cotg B 

■ 

cotgB — : 
c 

084510 
502412 
0 08398 
0-95320-5 

= 0-000090 

log Je - 
log cotg A : 
E%c 

cotg A Je 
c 

: 087506 
: 5-09516 
: 002417 
0-99439-5 

0*000099 

log Ab - 
lag cot gB 
Elog* 



0-77729-5 
0000060 



Zo^b = 0-84510 
EZo^b = 5-09516 
log cotg 0 = 9*83703 

Jb cotg C 
b 

0*87506 
508393 
9-87027 
0-82926-5 

0-000067 



log Ja 
log cotg C 
E log a 

cotg C Ja 
a 

0*87506 
953552 
: 5-08393 
0-49451-5 

= 0000031 



0-90309 
■ 9*83703 
502412 
0*76424-5 

= 0*000058 



logJb 
log cotg A 
Elogb 

cotgAJb 
b 

090309 
9*87027 
502412 
0*79748-5 



0*84510 
9*53552 
509516 
0*47578-5 

= 0*000030 



cotg B J& 



= 0-000062. 
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Höchste Werthe von 
arc JA = 0*000 1 2 1 + 0*000060 4- 0*000067 = 0*000248 , /fA=51", 
arc JB = 0*000090 + 0 000058 + 0 00003 1 = 0 000 179, JB— 37", 
arc ^C=0-0000994-0000030+0000062=0000191 , JC=.40". 
III. a=758396, b = 623094, C=51°7V woraus A =76° 0' 66", 

B = 52°52'4", c = 608379. Sey ferner ^a = 0, ~ = 0-00001, 

b 

^/C = 10", wobei die Rechnung nach den Formeln (c) zu füh- 
ren ist. 



logb = 5*79455 
logsinA = 9*98694 
Eloge = 4*21582 

log^ = 000000-5 
"Ö-99731 - 6 

^•^ = 0-0000009 
c b 



logb 
log cos A 
Eloge 
log arc 10" 



6*79455 
9*38320 
42X582 
5*68557 



0-07914-5 



bcosA 



arcJC = 0' 



IIHIII 



120 



log& = 5*87989 
logcosB — 9*78079 
Eloge = 4*21582 
log arc 1 0" = 5'68557 



SLC08B 



logb = 5-79455 
log cos A = 9*38320 ' 
Eloge- 4*21582 

= 0-00000-5 



0*56207-5 
arc ^C = 00000365 

Zo^fb 



Eloge 
log arc W l 



5-79455 
998694 

4- 21582 

5- 68557 
0*68288-5 



bsinA 



arcJQ = 0*0000482 



0*39357-6 
b^fA4b =0 . 00()0024 

c b c 

Höchste Werthe von : 
arc^=0 0000099+0*0000120=0 0000219, JB-^'W\ 
arc JA = 0 0000099 + 0 0000365 = 0*0000464, JA = 9*6", 

~ =00000024+0-0000482=0-0000506,^ C =2ÖMÖ» 



Divager, Trigonometrie. 
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Anwendung auf Nr. 2 in §. 42. 



so dass also B etwa um 4*5", A um 9*6", c um den 20,000 Theil 
seiner Länge gefehlt seyn kann. 



§. 52. 

Anwendung auf einzelne früher gelöste Aufgaben. 

In ganz ähnlicher Weise, wie wir im Vorstehenden die Fehler- 
gränzen für Resultate erhalten haben, die vermittelst der Rechnung 
aus nicht ganz fehlerfreien Angaben bestimmt wurden, wird man in 
zusammengesetztem Fällen zu verfahren haben. In denjenigen 
Fällen, in welchen mittelst Dreiecken das Resultat gefunden wurde, 
wird es ohnehin, gemäss §. 50, leicht seyn, die äusserste Fehler- 
gränze desselben zu erhalten. Doch kann man die Rechnung auch 
ganz direkt aufnehmen, ohne sich auf die Resultate des §. 50 zu be- 
rufen , was in den meisten Fällen leichter zum Endergebniss führt, 
wie wir nun an einigen der im sechsten Abschnitt behandelten Auf- 
gaben zeigen wollen. 

I. Nr. 2 in §. 42. Seyen Ja, Jb, Ja, Jß, Jy die Fehler in a, 
b, «, ß, y; Jx, Jy die in den gesuchten Winkeln, endlich JCD der 
in CD , so hat man zunächst die Gleichungen : 

x + y = 7> a«no«n(|JH-y) =b«nj?«n(o + x), (a) 

welche natürlich noch richtig sind, wenn man x + Jx, y Jy, 
a •+• Ja., .... für x, y, a, . . . setzt, so dass 

x+Jx+y -{-Jy = y-h Jy, (a H- Ja) (sin a 
-h cos a arc Ja) [ sin (ß-hy)+ cos (ß -h y ) 
(eure Jß -+- arc Jy)] = (b+ Jb) (sin ß 
-h cos ß arc Jß) [sin (a-hx) + cos (a-bx) 
(arc Ja -f- arc Jx)]. 

Multiplizirt man, vernachlässigt die Pro- 
dukte der kleinen Grössen Ja, arc Ja,....,* 
und beachtet obige Gleichungen (a), so er- 
hält man hieraus: 




Auch hier wird man die Anmerkung zu §. 50 beachten , wornach immer 
- * r~ » • • . zusammengehört. 
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Anwendung auf Nr. 2 in §. 42. 1 7 9 

Jx + Jy = Jy t Ja, sin a sin (ff 4- y) 4- a co« a arc //a (ff 4- y ) 
4- a sin a cos (ff 4- y ) (arc Jß 4 öwc ^/y) = ^b «in ff (a 4 x) 
4- b cos ff arc Jß sin (a + x) + b sin ß cos (a 4- x) (arc Ja 
-YarcJx), 

woraus Jx und Jy zu bestimmen sind. Da ,die erste dieser Glei- 
chungen auch heisst: 

arc Jx 4- arc Jy = arc Jy , 

so geben dieselben: 

[asin acos(ß+y) + b sinßcos (a 4- x)] arcJx = Ja, sin a sin (ff 4- y) 
4 arc Ja [a cos a sin (ff 4- y) — b «Vi ff cos(a 4 x)J 4- arcJß 
[a sin a cos (ß 4 y) — b co« 0 sin (a 4- x)] —Jbsinß sin (a 4- x) 
4 a «n « co« (ff 4- y) arc Jy , 

[a sin a cos (ß 4 y) 4- b sin ß cos (a 4- x)] arc Jy — — Ja. sin « 
sin (ß 4- y) '4- Jb sinß sin (« 4 x) 4 arc Ja [b sinßcos (a4x) 
— a cos « sin (ff 4- y)] 4- arc Jß [b cos ß sin (« 4 x) — 
a sin a cos (ß 4- y)] 4 b «n ff co* (a 4 x) arc Jy. 

Nun folgt aber aus (a) : 
a sin a cos (jJ + y) + b sin ß cos (a 4 x) = a sin a cos (ß 4- y) 

_l_ a s * n a sin (ß + y) 006 (« 4- x) 
sin(a-\-x) 

. cos (ß 4- y) sin (a 4- x) 4- (ff 4- y ) co* (a 4 x) 

= SLStna — ; — : 

sin(a-hx) 

♦ &8inasin(a-hß + x-+-y) a.sinasin(a + ß 4-y) 
*wiC«4x) *m(a4-x) 

ajwn«co*(ff 4y) — bco*ff sin(a 4- x) = B.sinacos(ß 4 y) 

& sinasin(ß-\-y)cosß a « [co* (|3 4 y) gm ff — * m ( ff 4 y ) cog ß] 
sinß sinß 

— a«nq *my 

~ "sinß 

-a co*« «n (ff 4 y) — b sin ß cos (a 4- x) = a co* « «w (ff 4 y) 
agm«am (ff 4- y) co* (« 4- x) _ a*m(ft 4 y)*mx # 
«m(a + x) *m(«4x) 

also hat man na.ch einigen sehr leichten Umformungen : 

12 • 
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_ Jsl sin(ß-\- y) sin (a -h x) ^/b gm (<x -Hx) sm (ff -4- y ) , 
arcJx- — . iT «n(a+0+y) 

> «wxjm(/g-hy) ^ sinysin(a-hx) 
Mna«m(aH-/iH-y) sinßstn\a-\-ß+y) 

^/a *m(a+x)*mO?+y) Jb *m(a+x)«m(0+y)j 

arc Js — — H -— — j 

J a sin(a+ß-r-y) b «n(a+/S+y) | 

sinx sin (ß-r-y) Ja mnysin(a-r-x) 

. cos(a-r-x)sin(ß-hy) 

-h arc/// . — — - — . 

«n (« -f- 0 + y) 

Die Linie CD = z wird aus der Gleichung 

z*m(a-t-x) = sl stna 
bestimmt, aus der wie so eben folgt: 

Jzsin (« + x) + z cos (« -b x) {arcAa -+• arcJx) = ia«'n« -+- 

acö««arcz/a. 

Setzt man hier den Werth von arcJx aus (b), so ergibt sich: 

^ 2/a Z' asm a z coty (a + x) (0 -H y) #m (a -+- x)\ 
a V sin (a -h x) sin (a -t- ß y) -/ 

-d/b coty (a + x) «n (a -h x) sin (ß-r-y) ^ 
b sin (a-hß-h y) 

. f — zcosa M . N zcotg(a+x) sinx sin (ß-t-y")\ 

z coty (a + x) sin y«n(a + x) 



+ arcJß, 
— arcJy 



sin ß sin (a + ß -f- y) 

z cflfo (« 4- x) sm (g 4- x) cos (ß 4- y) 
sin (a 4- ß 4- y) 



Setzt man a«n« = z *m (a 4- x), oder — 



hat man hieraus 



8in(a + x) sina 80 ^ 



^ = ^a cog(«4-x)sm(/g+ y)>v //b cog(«4- x) *m(ft4ry) 

z a V «n(«4-04-y) y b *m(a4-04-y) 
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j r * , , \ cotg(a-hx)sinx8tn(ß + y) _ 
- arcMcoW« + x) 4- ^„^^^ - cot,«} 

co8(a + x)siny . cos(u-\-x) cos (8 + y) 

+ mC Jß *inßsin(« + ß-fr) ~ arCj » änia + ß + T ) ' 
welche Gleichung nach einigen leichten Umformungen auf die Form : 
Jz^Jsi 8in(a-+-x)co8(ß-\-y) | Jb cosja + x) sm(ß-l-y ) 
z ~~ a *m(a-t-0-f-y) b sin{a ■+■ ß-h y) 

+ arcJa . ™™*(fl + y) ^ + ^ *inyco«a + x) 



sina sin (a H-* 0 -H y) 



sin ß sin (cc + ß-hy) 



. C08 (a-t-x)co8 iß -hy) , _ 

gebracht wird. Die Formeln (b) und (c) zeigen, dass man sich 
hüten müsse sin(a + ß-\-y) klein, also a + ß + y nahe an 180° 
oder 360° zu wählen. Am testen wird man a + ß-hy nahe an 270° 
wählen, und zwar, wenn thunlich, a, /?, y, jeden nahe an 90°. 

II. Nr. 5 in §.42. Nehmen wir an, a, b, C seyen fehlerlos, 
so hat man : 

Flg. it. 

c ' £ C 




b«mn«mx= a«nm*my, x 4- y = 0 — (mH-n), 

wo ß entweder = 360° — C oder = C ist. Hieraus folgt in obiger 
Weise : 

b cos n sin x arc Jn 4- b sin n cos x arc Jx = a. cos m sin y a/rc Jm 

+ a«nm cos y arc Jy, 

eure Jx 4- arc Jy = — arc Jm — arc Jn, 

aus welchen Gleichungen arc Jx, arc Jy y oder Jx, Jy zu bestimmen 

sind. (Denkt man sich beide Gleichungen mit ^* ö * ° multi- 
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. 180 . 60 . 60 
plizirt, so ist arc Ja = Ja u. s. w., so dass man in 

TT 

beiden Gleichungen auch Jm, dn, Jx t Jy für arcJm, .... setzen 
könnte; doch wird es wegen des Nachfolgenden bequemer seyn, 
obige Form beizubehalten). Man zieht daraus: 

(b «Vi nco8X+& sin m cos y) arc Jx = (a cos m «n y — a «Vi m cos y) 
arcJm — (bcosasinx 4- B,sinmcosy)arcJa t 

(b sin n cos x+a«n m cos y) arc Jy = - (b «Vi n cosx+slcos m «Vi y) 
arc Jm 4- (b co* n «Vi x — b sin n cos x) arc Ja , 

d. h. 

a«Vi m«n(x 4-y) . , . a«mn>4th(y+D) 

r arc //x=a«w(y-m) arcJm — — -arc Ja, 

smx sinn 

p - ^arcJy= — a — - — ^ arc Jm 

sinx stnx 

4- b «Vi (x — n) orc^n , 

d. h. 

>. _«Vix«Vi(y — m) «Vix«Vi(y 4-n) 

arc Jx =. — — — ■ — - arc ^/m : ;— ^ r arc Ja , 

«rc m sin (x 4- y) «n n «Vi (x 4- y) ' 

„„„ j„ «Viy« 'n(m-f-x) sin y sin (x — n) 

arc^y = : — — - — - arc Jm 4- - . . ) ~ arc Ja. 

sinm sin(x 4- y) «nn «Vi (x 4- y) 

Sey nunmehr 

CD = u, AD — v, DB — w, 

so hat man: 

u«Vim = b«V*x, v«nm = b «n(m 4-» x) , w«Vin — a«Vi(n 4- y). 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Ja sinm 4- acosmarcJm = bcosxärcJx, Jvsinm -\-vcosmarcJm 
= b cos (m 4- x) (arc Jm 4- arc Jx) , Jw sin a-hwcosa arc Ja 
= a cos (n 4- y) (arc Ja 4- arcJy) , 

also wenn man die Werthe von arcJx t arcJy benützt: 

. . ^cosxsinxsinOy — m) 

Ja sin m = ( . , — u cosm) arc Jm , 

«nm«n(x4-y 7 

b sin x cos x sin (y 4- n) 

; r— t — ■ — r — arc Ja , 

«nn«n(x4-y) ' 

oder da b«nx = u«Vim: 
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smm — — ( r-7 — ; — x cos m) arc Jm 

u v 8in{x + y) 

sin m cos x sin (y + n) . 

— ; — v — arcJn, 

sinn sin (x -h y) 

J* = _ q^jmfr+jnj _ «*«x«ft.(y + n) ^ . 
u Mwmsm(x-hy) 8innsin(x-hy) 

Jv sinm = arc Jm [b cos (m -+- x) — v cos m 

b C m4-x)gmxsm(y— m) _ b cos (m-hx) sin X8 * n (y +n )_ aro j n 
inmsin(x + y) J ~ *mn*m(x + y) 

vMnm 



H- 

m sin 



oder da b = -7-7 — — r • 
sin (m H- x) 

^/v , /"am m co* (m 4- x) 

cos (m + x) sin x sin (y — m)^ 
~ cosm + 3i n (m + x)*in{z + y) ) 

sinm cos (m. + x) sinx sin(y + 

' : : — 7 \ — ; — 7 — : — \ — OWCdn , 

//v cosim— i)sinx . cos(m-hx)sin(y-t-n)sinx 

— = 7 ¥ arcJm 7—, r—r-? r~ : — 'ürcJn. 

v sin(x-\-y)smm sin(m+x)sin{x-\-y)sinn 

a cos (n -f- y) sin y sin (m -4- x) 



Jwsinn = — arcJm . 



sinm sin (x H- y) 



. r , *cos(ii+y)8inysin( x — n) 1 
+ arc//n[a<?o«(n4-y)— wcosn-f ■ «fa n *m(x4-y) 

ww'nn 

oder da a = —r—, — r- r : 
sin (n-hy) 

Jw . y sin n gm (m 4- x) cos ( n -+- y) sin y 

— «■»»=- <^ m - S i„m««(x + y)«»(n + y) 

+ a "H ÄCn + yF " C " n+ ",m(n + y).m(x + y) ) ' 
_ *;n(m -I- x)wnygo*(n 4- y) ^ ^ m 
w am m «n (n 4- y) am (x 4- y) 
coa(n — x)amy 



sin(x + y) sinn 



arcJn. 
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184 Anwendung auf Nr. 2 in %. 43. 

Aus den Ausdrücken fiir Jx t Jy, — , — , — (wozu die 

J V V w 

drei ersten genügen) schliesst man nun» dass man m und n nicht 
gar zu klein nehmen darf für den Fall der ersten oder zweiten 
Figur, und nicht zu nahe an 180° für den der dritten, da sonst 
sinm, sinn zu klein ausfallen; sodann darf nicht x + y für die erste 
Figur nahe an 180° seyn, da sonst &in(x-\-y) nahe an 0 wäre; 
wäre aber x-4-y=180°, so läge D in dem Umfang des um ABC 
beschriebenen Kreises, dem man also nicht zu nahe kommen darf. 
Für die zweite Figur darf nicht x-hy nahe an 0, d. h. nicht m-hn 
nahe an C seyn, da hier übrigens x und y immer ziemlich klein seyn 
werden, wenn C es ist, so wird man nur dann diesen Fall vortheil- 
haft anwenden , wenn C bedeutend stumpf ist, und allerdings am 
besten, wenn C — (m-f-n) = 90°, da dann ein(x -f- y) = 1 , also 
seinen grössten Werth erlangt Im dritten Falle wird immer 
m-f-n> 180°, also x-hy nicht nahe an 180° seyn, es niüsste denn 
C sehr klein, und D nahe an AB seyn, was man vermeiden wird. * 
Die so eben angegebenen Regeln sind, wie das behandelte Problem 
selbst, für die Praxis sehr wichtig. 

III. Nr. 2 in §. 43. Ist CD = x, so hat man 

xcosy8in(a — ß) = zsinasinß, 

woraus folgt : ** 



• Aebnliche Regeln, wie die so eben aufgestellten, hat man aus der Betrach- 
tung des so genannten Fehlerdreiecks abgeleitet. Die von uns gegebene Ableitung 
ist jedoch allgemeiner und leichter zu überschauen. 

*' Es ist nicht schwer, allgemeine Regeln aufzustellen, nach denen diese 
Bildungsweise vollzogen wird. Hat man nämlich das Produkt x cos y sin (a — ß), 
so ist zu setzen für x : x-h Ax, für cos y.cosy— sin y arc Ay, für sin {a—ß): »in (a — ß) 
-+- cos (a — ß) {arc Aa — arc Aß) ; thut man dies und vernachlässigt die Produkte 
der Fehler, so erhält man 
xcosysin(a — ß)-h Axcosysin(a — ß) — xsinysin{a — ß) arc Ay H- x cos y 

cös (a — ß) {arc Aa — arc Aß) , 
und die auf x cos sin {a—ß) folgende Grösse ist die A enderung vonx cosysin (o - ß) 
während Ax, — sin y arc Ay, cos (a — ß) {arc Aa — arc Aß) die Aenderungen von x, 
cosy t sin {a — ß) sind. Dies beachtet, erhält man für die Bildung der Aenderung 
eines Produkts folgende Regel: 

Man multiplizire die Aenderung jedes einzelnen Faktors mit dem Produkte 
aller übrigen Faktoren, und die so erhaltenen Grössen summire man sodann. 
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Jx cos y sin (a — ß) — x sin y sin (a — ß) arc Jy ri *- M - 

-\-xcosy cos (a — ß) (arc Ja — arc Jß) 
— Ja, sin a sin ß + zcosa sin ß arc Ja -+- 
a sin a cos ß arc Jß , 

also 

Jx cos y sin (« — /?) = Ja. sin a sin ß + arc Ja X 

[a cos a sin ß — x cos y cos (a — ß) ) j B 

+ arcJß [asinacosß -f- xcosycos(a — ß)] + xsinysin(a—ß) arcJy 

• / o\4a> , j f xcosysin(a — ß)cosa 

— x cosysin(a — ß) f- arc Ja [- 1 — 

a 

— x cos y cos (a — ßy\ 
^ j-x 00$ y sin (a — ß) cos ß 




sin a 



4- arc. 



sinß 

-h xsinysin (a — /?) arc //y , 



-\-xcosycos(a — ß)] 



Jx Ja, . 

— = arc Ja. -r . / 

x a sinastn(a — ß) 



+ arcJß. — 



sin ß sin (a — ß) 
-h arcJytgy. 

Es soll also «— £ nicht zu klein seyn, was darauf zurückkommt, 
a nicht zu klein zu wählen ; da arcJy wohl grösser als arc Ja, arcJß 
seyn wird , y aber klein , also tg y ebenfalls klein ist, so wird selbst 
ein beträchtlicher Fehler in y keinen allzu grossen Einfluss ausüben. 

rk • >^ i sina sinß . . 

Da immer «>p, also — — - > 1, — — < 1, so wird man namentlich 

sinß sina 

den Winkel ß mit grosser Genauigkeit zu messen haben; das Haupt- 
gewicht jedoch wird im Allgemeinen auf die genaue Messung von a 
zu legen seyn. Fif . w . 

IV. Nr. 3 in §. 43. Ist wieder AB =x, * 
so hat man 

xsin(y + ö)cosßcosß' = zcosasinö X 
sin(ß-ß') t 

* 

woraus folgt: ? 
Jx sin (y -h 6) cos ß cos ß' 4- 
x cos (y 4- 8) cos ß cos ß' (arc Jy 
arc Jö) — x sin (y 4- 5) sin ß cos ß' 
arc Jß — x sin (y 4- ö) cos ß sin ß' 
arcJß' = 
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* 

Ja cos « sin 8 sin (ß — ß 4 ) — a sin a sin 8 sin (ß — ß 4 ) arc Ja 4- 
a cos a sin 8 cos (ß — ß 4 ) (arc Jß — arc Jß 4 ) 4- a cos a cos 8 
sin (ß—ß 4 ) arc J8, Jx sin (y 4- 8) cos ß cos ß'=J&. cos a sin 8 
sin (ß — ß 4 ) — arc Ja a sin a sin 8 sin (ß — ß 4 ) 4- arc Jß 
[x sin (y + 8) sin ß cos ß 4 4- a cos « sin 8 cos (ß — ß')] 

4- arc Jß 4 [x sin (y 4- 8) cos ß sin ß' — a cos a sin 8 cos (ß — /?')] 

— arc Jy . x cos (y -I- 8) cos ß cos ß 4 

4- arc J8[a cos a cos 8 sin (ß — ß 4 )—x cos (y 4- 8) cos ß cos ß% 
woraus, da 

x sin (y 4- 8) cos ß cos ß 4 
cos a sin 8 sin (ß — ß') 

ist, leicht folgt: 

Jx Ja cos ß 4 

— = — — arc Jatga 4- arc Jß , . fa — —z 

x a * cosß sin {ß — ß 4 ) 

Also soll, wenn ß und ß 4 nicht äusserst scharf gemessen sind, 
ß — ß 4 nicht zu klein werden, da sonst der Nenner sin(ß — ß 4 ) nahe 
an 0 kömmt; da a, also auch tga klein ist, so wird ein Fehler in 
a keinen gar grossen Einfluss ausüben; die Summe y 4- 8 soll nicht 

nahe an 180° gehen, da sonst cotg(y~\-8) und . , V_-v sehr gross 

stnyy 4~ 8) 

würden. Alles kömmt also darauf zurück, die Standlinie CD nicht 
gar zu weit von AB und auch nicht gar zu klein zu wählen, da sonst 
y 4- 8 nahe an 180° und ß — ß 4 nahe an 0 käme. 

Für ß 4 = 0 hat man: 

Jx Ja a 2arcJß M „ , ^ arcJ8siny 

_ _ arcJatga^-- -mrcJrctgb+t)* Mn(r+t y 

ist auch zugleich noch a = 0: 

Ax Ja larcJß d . / _ v , arcJ8siny 

— — i — i-s-s- — areJycotg(y + 8) + . , . ( , Tv 

x a sin2ß * sin8sin(y-{~8) 

V. Als weiteres Beispiel wollen wir das in §.46, III berech- 
nete wählen. Man hat dort, wenn man statt der abgekürzten 
Formel (37') die genauere (37) beachtet: 
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2k- 1_ 

, S€08\Z-{ — CJ 

B ""Sn(yTö) , 0- 7^' «n[z + (k-l)C] 
B8in[ß-kC + \C] ^180.60.60 
kC4-C] ' « 

d. h. 

s 

asin (y+ö) = asinö, C = - q, x cos (ß- kC + C) = 8 . sin(ß - kC 4 J C). 

Hieraus folgt: 

sin (y 4- 6) 4- ß <w* (y 4- o*) (arc ^/y 4- arc J$) = ^/a «in 8 

/ds s 
+ skcosÖarcJö, arcJC = —, arcC = -, 

^xc0*(0--kC 4- C) — x«n(jS - kC + C) {arcJß — karcJC 

— arcCJk + arcJC) 

= Js>sin(ß — \Q-\-\(j) J r&co8(ß — kC -4- jC) (an? Jß— k arc^/C 

— arc CUk 4- $ arc //C) , 
wovon die letzte Gleichung auch heisst : 

Jxcos(ß-kC+C) =arcJß[xsin(ß-kC+C)+&cos(ß- kC +$C)] 

— Jk [- sin (ß - kC + C) 4- - cos (ß-kC 4- \ C)] 

r r 

H-^ß[«»(ß-kC + |C)-^w*(fl-kC4-iC)4- 

iytfM(|5-kC4- JC) - y«fiOJ-kC + C) + i«fi(/f-kC+C)L 
worin aber 

xsintß — kC 4- C) + s«w(0 - kC + |C) 

= x — = — - — * <rix , wenn *>*iC = l; 

" «n (0 - kC 4- C) 4- S ~ dwtf-kC4-lC) = ^[x «Vi (0 - kC 4- C) 

4- 8C0*(0 - kC 4- 4C)] = — T-T a X [ r , <r ,, • 
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Ferner ist 

J& sin (y 4- 0) = Ja sin 6 — arcJy.B cos (y -4- ö) 4- arcJÖ [acos <5 

— s cos (y 4- £)] 



sin y 

= ^/a d — arcJy . s co* (y -f- 4- cvrcJö . s . -r-~ , 

sind 



woraus 



— — arcJycotg(y 4- *) 4- arg//3 . . 

Setzt man dies in den Werth von Jx cos (ß — kC -h C), so er- 
hält man: 

v ' *m(0-kC4-iC) Tsin(ß-kC + iC) 
4- f — — arcJycotgiy 4- fl) 4- arcJd . ™ n J 

[s«n(0 - kC -4- i C) - (k - }) ^cos(ß-kC 4- i C) - (k -1) " 

«n - kC + C)] ; 

d.h. 

arcJß 



x sin(ß — kC + {C) cos <# - kC 4- C) 

^k.s 

r «n (0-kC 4- i C) co* (0 - kC 4- C) 

[ 1 - (k - }) i «ty OJ - kC 4- i C) - (k - 1) ~ tg (ß - kC 4- C)]. 

Setzt man hier nähernngsweise 
sin (ß - kC 4- \ C) cos (ß - kC 4- C) = sin (ß-kC) cos (ß - kC) 



so erhält man 



= l«nC2/J-a©, -5- = 0, 

r 



Jx 2arcJß Ja, siny 

T ~ „»(20-2kC) IT - arC ^^ ( ^ a)+<w - c ^ w »^nU) ' 

welche Formel ganz der letzten in IV. entspricht, und nach welcher 
wir rechnen wollen. 
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Sey zu dem Ende ^3 = 20", — =000009,^= 1",<4=1", 

0-kC=l°l7'42", 20-2kC=2°35'24", 7 = 55°33'19", 
6 = 122°32' 15", y 4 9 = 178°5' 34". 

%2=0*30103 logarc 1"=4'68557 

logarc 20" =5*98660 log cotg (y 4 6) = 1 *47756( - ) 
E % *m (2 ff - 2 kC) = 1 34597 0 16313-4 

0-63360-3 

«m(20-2kC) 

logarc\" = 4*68557 
logsiny = 991627 
EZo<7*wid = 007414 
E %*m (/ + = 147780 

0 15378-4 

arc Jösiny 



also 



= 0-0001425 



— = 0 0043013 4- 0 0000900 4 0*0001456 4- 0 0001425 
x 

= 0*0046794 , 

d. b. 

Jx = 0*0046794. x = 00046794. 1651*47 = 771, 
so dass also x höchstens um 8 Fuss gefehlt ist. 

Wir haben in den vorstehenden Beispielen meist den direkten 
Weg der Berechnung der Fehler eingeschlagen, ohne uns an die 
Formeln des §. 50 zu halten. Es versteht sich ganz von selbst, 
dass wenn nach den Vorschriften des §. 50 verfahren wird , man 
ganz zu denselben Resultaten gelangen muss. 
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190 Aufstellung der Interpolationsforroel. 

Achter Abschnitt. 

Vom Interpoliren. Benützung zehns telliger 
Logarithmentafeln. 

§. 53. 

Aufstellung der Interpolationsformel. 

Wir haben in unsern seitherigen Rechnungen nie mehr als 
siebenstellige Logarithmentafeln vorausgesetzt, da dieselben wohl 
für die meisten Zwecke unbedingt genügen. Bei manchen sehr ge- 
nauen Rechnungen jedoch bedarf es mehrstelliger Tafeln, namentlich 
der Zehnstelligen , wie sie z. B. der „Thesaurus Logarithmorum 
completus" vonVega (auch mit dem deutschen Titel : Vollständige 
Sammlung grösserer logarithmisch-trigonometrischer Tafeln. Leip- 
zig, 1794) enthält. Wir wollen desswegen hier zum Schlüsse den 
Gebrauch solcher Tafeln kurz erörtern, müssen aber vorher die für 
die Praxis äusserst wichtige Interpolationsraethode aus einander 
setzen. Wir greifen dadurch allerdings in das Gebiet der Analysis 
über; bei dem fortwährenden Gebrauch der Interpolationen in der 
Trigonometrie wird man jedoch diese Abschweifung nicht ganz un- 
gerechtfertigt finden. 

L Wir wollen uns denken, y sey eine Grösse, deren Werth be- 
dingt ist durch den Werth einer andern Grösse x, welch letztere 
willkürliche Werthe annehmen kann (sey z. B. y = «mx, log cos x 
u. s. w.); wollen ferner annehmen, man wisse, dass wenn x die 
Werthe x t , x 2 , x s , . . . . habe , dann y die Werthe y l , y 2 , y 3 , . . . . 
annehme, wo also x t , x 2 , x 3 , . . . . , eben so wie y t , y 2 , y,, . . . . be- 
kannte Zahlen sind, uud man wünscht nun durch ein einfaches, 
möglichst genaues Verfahren denjenigen Werth von y zu erfahren, 
der einem zwischen x, , x 2 , ... liegenden Werthe von x zugehört 
Wählen wir ein Beispiel, so hat man, wenn y = %«nx, für 

x = l6°20' 0":y = 9*4490540, 
x - 1 6 0 20' 1 0" : y = 9 449 1 258 ? 
. x - 1 6 0 20' 20" : y = 9449 1 977 , 
x = 1 6°20'30" : y = 94492695 , 
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nnd man will nun etwa y für x = 16 9 20' 3" hieraus ermitteln. Wir 
haben das einschlägliche Verfahren bereits in §. 18 angegeben, 
wollen aber hier näher auf die Sache eingehen. 

Wäre y eine solche Grösse ausgedruckt durch x (d. h. eine 
solche Funktion von x), dass ihr Werth sich leicht berechnen 
Messe, x mag seyn, was es will, so wäre die Aufgabe natürlich bald 
erledigt, indem man eben durch unmittelbare Rechnung den be- 
treffenden Werth von y suchen würde, wobei mau sich also keines- 
wegs um die bekannten Werthe zu kümmern hätte. Dies ist aber 
natürlich nicht der Fall, wenn das Interpolationsverfahren ange- 
wendet werden muss, da man dasselbe ja gerade desshalb ndthig 
hat, weil eine leichte und bequeme Berechnung von y nicjit anders 
gefunden werden kann. Unmittelbare und meistens leichte Berech- 
nung lassen aber nur Grössen (Funktionen) von der Form 

a-hbx-hcx'-t-dx'-K... (a) 

zu, in denen a, b, c, d, bekannte Zahlen bedeuten, da die ein- 
zelnen Potenzen durch Multiplikationen immer leicht zu erhalten 
sind. Man wird sich also die Frage stellen: Kann man nicht etway 
unter die Form (a) bringen, d. h. als eine Funktion von x betrach- 
ten, die nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitet? 

II. Gesetzt, die Grössen x,, x 2 , x n seyen etwa steigend 
geordnet, d. h. x 2 >x, , x 3 >x^ , , und es sey die Grösse 

z = a + bx-t-cx 5 -f-dx 3 -+- (b) 

4 m 

so beschaffen, dass wenn man in ihr x = x, setzt, für z der Werth y t 
erhalten wird; eben so wenn man x = x 2 setzt, man z = y 2 erhält, 

und endlich wenn man x = x„ setzt, z = y„ gefunden wird: 

so wird man wohl annehmen dürfen, obige Grösse stelle die Werthe 
von y auch dar für W r erthe von x, die zwischen x n x a , . . . liegen. 
Weiss man von y weiter Nichts, als dass diese Grösse die Werthe y, , 
. . ., y„ für x = x t , . . . , x n hat , so wird man diese Annahme sicher 
gelten lassen; kennt man dagegen im Allgemeinen y, wie dies bei 
ans der Fall ist, wo etwa y = log sin x. u. s. w., so wird man jene 
Annahaie unter der Einschränkung gelten lassen, dass y innerhalb 
der Werthe x t , . . . , x n von x stetig verlaufe, d. h. sich nur um 
-Weniges ändert, wenn auch x sich wenig ändert; so wie dass die 
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Grössen z ft , . . . . z. nahe genug an einander gewählt werden, damit 
die Grössen y t , . . . , z„ nicht bedeutend von einander abweichen. 

Man kann sich dies auch dnrch ein geometrisches Bild erläu- 
tern. Bezeichnen z die Abszissen, y die (rechtwinkligen) Ordi- 
naten, so geben die zu einander gehörigen Werthe x t und y, , . . . , 
z n und y n eine Reihe von n Punkten A it . . . , A„ der Ebene an, 
durch welche diejenige Kurve hindurchgeht, die durch die Gleichung 
y = f (z) [also in unserm Falle y = logtinx u. s. w.] dargestellt ist. 
Die Kurve, welche durch die Gleichung (b) dargestellt ist, wenn 
dort z die Ordinate bedeutet, geht aber durch dieselben Punkte A t , 
A B ; woraus dann leicht zu schliessen ist, dass wenn A 0 A n 
nahe genug an einander liegen, man näherungsweise annehmen dürfe, 
dass für Zwischenwerthe der Abszisse z die beiden Kurven auch 
denselben Werth der Ordinate liefern werden. 

Wir werden also voraussetzen, die Funktion y von z 
sey für Werthe, die zwischen z t , z 2 z n liegen, dar- 
stellbar unter der Form 

y = a + bz + cz 2 + dx 3 -h (c) 

Wir bemerken hiezu noch, dass die höhere Mathematik, bei 
Gelegenheit der Sätze von Taylor und Maclaurin, zeigt, dass diese 
Voraussetzung nicht ungegründet ist, und ferner, dass wir über die 
Anzahl der Glieder in der Formel (c) uns im Augenblick nicht 
aussprechen. 

III. Es ist nun höchst einfach, die Werthe der Grössen a, b, c, 
... zu ermitteln. Nach den gestellten Bedingungen muss 

y t =a-r-bx t -f-cx 1 2 4-dx t 3 -f-..., 
y 2 = a 4- bx 2 -f- cz 2 2 4- dXj 3 4- ... , 

• • • 

y n = a 4- bx n -f- cz a 2 4- dx n 3 4- ... , 

seyn. Daraus folgt aber zunächst, dass die Anzahl der Glieder in 
(c) mindestens — n seyn müsse. Ist diese Zahl genau gleich n, so 
geben die n Gleichungen (d) im Allgemeinen die Werthe von a, b, 
c, d, ist die Zahl grösser als n, so bleibt eine Anzahl dieser 
Grössen ganz willkürlich. Immerhin also kann man, wenn die 
Anzahl der Glieder in (c) gleich oder grösser als n ist, jene Formel 
so einrichten, dass sie den gestellten Bedingungen genügt. Auf die 
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wirkliche Bestimmung wollen wir uns hier nicht einlassen, sondern 
zu dem besondern Falle übergehen, da die Grössen x t , . . . , x n alle 
gleich weit von einander abstehen, so dass x, — x t = x, — x 2 = x 4 

— x, =.... = x„ — x Ä _!. Heisst diese sich gleich bleibende Diffe- 
renz h, so hat man also für x die Werthe: 

x 1 ,x 1 H-h,x 1 -+-2h, , x,-Kn — l)b, (e) 

während y die Werthe 

yi,y2»y 9 » ./y» (eO 

zugehören. Bilden wir nun die Differenzen y 2 — y 4 , y t — y 2 , , 

y» — y*-i» so sollen diese die ersten Differenzen der Reihe (e') 
heissen, und durch 

^y t » J Yt i ^y 3 » • • • • » ^y«-i (e") 

bezeichnet werden , wo also Jy t = y 2 — y t , Jy 2 == v a — y* » 

Jy n _ x = y„ — y n _i ist. Eben so sollen die Unterschiede Jy 2 —Jy it 
Jy i — Jy t , . . . . , Jy n -i — Jy a -& durch 

J 2 y t , ^'y 2 , . . . . , // ? y»-* ( e s) 
bezeichnet werden, und die zweiten Differenzen der Reihe (eO 
heissen. Die Grössen J*y 7 — ^/*yt » ^ % Y% — ^* v 2 » — » ^ , y«-2 

— ^^»-3 sollen durch 

^ 3 yi » ^ 3 y 2 »••••» ^ 3 y»-» 0%) 

bezeichnet werden, und die dritten Differenzen der Reihe (e') 
heissen u. s. w. 

Ist nun y als Funktion von x durch die Formel (c) gegeben, 
und hat diese genau n Glieder, d. h. ist 

y = aH-bx-f-cx 2 4-.... + kx* -1 , (c') 

so sind nothwendig die n* a Differenzen der Reihe (e ; ) gleich Null. 
Wir wollen den Nachweis dieser Behauptung nur für den Fall 
fuhren, dass n=4 ist; man kann daraus dann schon ersehen, dass 
dieselbe allgemein gilt Ohnehin ist es für uns hinreichend, den 
Satz für diesen Fall als richtig zu erkennen. * Sey also 

y = a -f- bx -t- cx J + dx s , 

* Einen allgemeinen Beweis liefert die Differenzenrechnung. (Siehe etwa 
meine „Grundzüge der algebraischen Analysis" S. 83). Dabei bemerken wir, dass 
die n teu Differenzen nicht Null sind, wenn (c) mehr als n Glieder hat 

Di eng er, Trigonometrie. 13 
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so hat man 

y t = a 4- bx t 4- cx t 2 4- dx t 5 , 

y, = a4-b(x I 4-h) 4- c (x t 4- h) 1 4- d (x t 4-h) s = a4-bh4-ch 2 
4- dh 8 4- x t (b 4- 2ch 4- 3 dh 2 ) 4- x t ■*(<? 4- 3 dh) 4- x t s d, 

y 8 =a4-b(x t 4-2h)4-c(x l 4-2h)'4-d(x 1 4-2h) s = a + b.2h 
4-c.4h 2 4-d.8h s 4-x 1 (b4-2c.2h4- 3d.4h a ) 4-x t 2 (c 
4-3d.2h)4-x t 3 d, 

y 4 =a4-b(x 1 4-3h) + c(x 1 4-3h) , + d(x 1 4-3h) 3 = a4-b.3h 
4-c.9h 2 4-d.27h 3 4-x l (b 4-2c.3h + 3d . 9 h 2 ) 4- x t 2 (c 
4-3d.3h)4-x t s d, .... 

Bieraus folgt : 

J 7i = bh 4- ch * 4- dh 8 4- x t (2 ch 4- 3 dh 2 ) 4- x t 2 (3 dh) , 

Jy 7 = bh + 3ch 2 4-7dh 3 4-x 1 (2ch4-3d.3h 2 ) + x l 2 (3dh), 

^/y 3 =:blH-6c.h 2 -T-19dh 3 4-x 1 (2ch4-3d.5h 2 j4-x l 2 (3dh), 

^y 4 =bh4-7ch 2 4-3rdh 8 4-x 4 (2ch4-3d.7h 2 ) + x 1 2 (3dh), 

. . * . 

^ , y l = 2ch 2 4-6dh 3 4-x 1 (3d.2h 2 ), ^ 3 y t =:6dh 3 , = 
^ 2 y, = 2ch 2 - r -12dh 8 +x l (3d.2h 2 ), ^ 3 y 2 =6dh 8 , J l y t = 0, 
^ 2 y 9 =2ch 2 -hl8dh 3 4-x 1 (3d.2h 2 ), // 3 y 3 =6dh 3 , J*j t =Q, 
^ 2 y 4 =2ch 2 -f-24dh , +x 1 (3d.2h 2 ), 

IV. Sind nun die vierten Differenzen derGrössen (e') 
d. h. derGrössen y t , . . . , y„, gleich Null, so wird hieraus 
auch unmittelbar folgen, dass in der Formel (c') vier 
Glieder vorzukommen haben, und dass also, nach dem 
Frühern, die Funktion y, welche sie sonst auch sey, inner- 
halb der Werthe x A , x 2 , . . . durch die Gleichung 

y = a4-bx4-cx 2 4-dx 3 (f) 

bestimmt sey. In den meisten Fällen, in denen das Interpo- 
lationsverfahren angewendet wird, darf man aber die hier gemachte 
Voraussetzung hinsichtlich der vierten Differenzen zulassen, und 
wir wollen nun, unter dieser Annahme, a, b, c, d zu bestimmen 
suchen. Da aber das Resultat in der Form (0 für unsere Rechnung 
nicht ganz bequem ist, wollen wir setzen: 

y = A4-B(x-x 1 )4-C(x-x 1 )(x-x 1 — lO + DCx-x,)* 

(x-x.-h) (x-x,-2h). 
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Alsdann hat man : * 
für x = x 4 ;y t =A, 

x = x 1 -f-h:y, = A-r-Bh, 
x = x t + 2h:y, =A-f2Bh-h2Ch 1 , 
x = x t -r-3h:y 4 =A-l-3Bh + 6Ch 2 -f-6Dh\ 
Hieraus: 

Jy t = Bh , Jy, = Bh + 2 Ch J , </y s = Bh + 4 Ch »+ 6 Dh » 
^ yi = 2Ch 2 , ^ l y 2 = 2Ch 2 +6Dh s , 
^ J yi = 6Dh», 
d. h. man hat unmittelbar : 



folglich 



A_y 4 ,B_— ,C_- ^t,D_ — 



3 » 



+ (x-x,)(x-x 1 -y(x-, 1 -2h) ^ yi| (g) 

aus welcher Formel nun, unter obigen Voraussetzungen, für einen 
Werth von x der zugehörige Werth von y berechnet werden kann. 
Der Werth von x soll aber nicht unter x t und nicht über x t -f-3h 
liegen; in der Regel wird er zwischen x, und x 4 +h liegen; dann 
wird 

(x — x t ) (x — x t -h) (x — x t —2h) 

6h 8 

also dann das letzte Glied in (g) schon meistens we^r.'.Ien. 

Man übersieht leicht, in welcher Weise man verfahren müsse, 
wenn die Formel (g) mehr Glieder enthalten sollte , und dass das 
nächste 

(x — x t ) (x — x t — h) Cx -x, — 2h) (x — x. — 3h) Jt 

24h*- ' y « D - W - 

wäre. 

V. Sind die vierten Differenzen nun auch nicht absolut Null, 
sondern nur sehr klein, so werden wir immerhin die Formel (g) 



* Vier Werthe von x und die zugehörigen von y genügen zur Bestimmung 
von y. Etwa weiter gegebene zusammengehörige Werthe von x und y müssen der 
gefundenen Formel (g) genügen. 

13* 
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zur Ermittlung der Werthe von y, die zu Werthen von x zwischen 
x t , x, +h, gehören, benützen können, wie sich dies aus dem Frühern 
unmittelbar ergibt. Dabei ist freilich nothwendig, dass x nicht zu 
weit von x t abliege, da sonst die Koeffizienten der Grössen Jy t , 
J*y t , J*y t gross werden, und auch das weggelassene Glied 

(x-x,) (x-x, -h) (x-x t - 2h) (x-x t -3h) t 

24h* 

trotz des sehr kleinen J l y i9 einen bedeutenden Werth annehmen 
könnte. Daher rührt es, dass man in der Regel x zwischen x t und 
x t 4- h einschränkt. Alsdann ist freilich 

(x-x t ) (x- x t — h) (x - x t -2h) (x-x t -3h) 

24h* <l 

und das weggelassene Glied hat keinen Einfluss mehr. 

Stellen wir die hier nöthigen Grössen tabellarisch zusammen, 
so haben wir folgende UeWsicht: 




2. Differenzen. 



3. Differenzen. 



x 4 -Mi 
x f + 2h 



x, + 3h 



4y t =y i -y i , 
4h = j*-y*> 



X— X. . 



^'yi=^y a -^yi». 
4 2 y 2 = ^y 3 -^h >J =J % y* -4*1% > 

(x — x t ) (x — x, — h) 



21r 



■^y t + 



+ 



Cx — x f ) (x — x 4 — h) (x — x t —2h) 



6h ! 



^y 4 . (g) 



Bezeichnet man die Grösse — — 1 durch a, so kann man die 

n 

Formel (g) auch schreiben : 

- a{a— 1) «(a — 1) («— 2) 

y=yi+^yi+ 2 ^'k +- — p — -^ s y t , 

r 

und wenn man, behufs bequemerer Rechnung, setzt: 

C = J*j l + ^J> 7i ,B = Jy l + ^~^C, (gO 
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so hat man 



y= yi -+-«B. (g") 



Darf man schon J*y t vernachlässigen, so hat man: 
J — Ji ^ ix ^/i ^ 2h 2 yi ' 

^^ = a, B = ^y, +5=!^»y 4 ,y = yi +«B. 



(h) 



§. 54. 
Anwendung. 

# 

Wir wollen für jetzt von den wichtigen Formeln des §. 53 nur 
einen Gebranch machen , den nämlich auf die Benützung von zehn- 
stelligen Logarithmentafeln, wobei wir die schon oben angeführten 
Vega'schen im Auge haben. Dieselben geben direkt die Logarith- 
men aller fünfstelligen ganzen Zahlen, so wie die Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen von Sekunde zu Sekunde für die zwei 
ersten (und letzten) Grade, und von- 10 zu 10 Sekunden für die 
übrigen Grade des Quadranten. Mehr als zweite Differenzen ver- 
langt Vega nicht. Wir wollen nun an Beispielen die Benützung 
solcher Tafeln angeben. 

1) Sey 

^25947*3282 

zu suchen. 

^25947 = 4-4140871518 

• -4-1 fi737*S 

%25948 = 4*4141038893 " 8 

%25949 = 4-4141206260 + 16736 

(Die ersten Differenzen sind in den Tafeln angegeben). Hier ist 
h = l, x — X! =0*3282, also 
%25947'3282 = 44140871518 ■+- 0*3282. 167375 

0-3282(0-3282-1) 



2 



8. 



%25947 = 4-4140871518, 
0*3282.167375= 54932 



0-3282(03282 -1) Q 

2 8 ~ 



2 



log 25947-3282 = 4*4140926452. 
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Die Vega'sche Vorschrift lautet: 

log N = log n + D' 0 • abcde + D" °' ab(1 ~ °' ab) , 

wo N eine Zahl ist, die mit mehr als 5 Ziffern geschrieben ist, n die 
fünf ersten Ziffern derselben enthält, D' die erste, D" die zweite 
(immer negative, hier aber positiv zu nehmende) Differenz bezeich- 
net; a, b, c, . . . die sechste, siebente, achte, . . . Ziffer der Zahl 
bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Vorschrift wird ans Obigem 
einleuchten. 

2) Aus 

logx = 4*7320472587 

soll x gesucht werden. Da wir immer h=l haben, x t aus den 
Tafeln entnehmen, so ist nach (h): 

x _ x y-yi 

1 * + i(i-x r l)^ l ' 
und man wird zuerst x — x t nach der Formel 

berechnen und dann einen genauem Werth finden , indem man im 
Nenner der zweiten Seite für x — x A den gefundenen Werth setzt. 

Nun ist 

% 53956 = 4-7320397460 = y t , 

7 ^y t = 80490, ^ v = _ 2 . 

logx = 4-7320472587 = y, Ji Jt 

y-y 1 = 75127, x ~x 1 = glg = 093337, 
(x-x t --l)^ y 1 = () . ()6662; 

75127 

* " *' = 80490 + 0 0666 = °' 93337 ' *' = 63956 ' 

so dass 

x = 5395693337. 

3) Aus 

logx = 4-0092604763 = y 
soll x gesucht werden. 
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x t = 10215, y t =4 0092383710, y— y t = 121053, Jy, =425133, 

</'y l = -42. 

x-x t = i|5g = 028474, JU-x-1)^ = 21.0715; 

121053 121053 » 

x ""425133 + 21.0*715 425148 ' 1 

"x= 10215*28473. 

> 

V 

4) Sey zu suchen 

Zo^ «Vi 32° 45' 16*734". 
h = 10, x 1 =32°45'10", x-x t =6734, y t = %*m32°45'10" 

= 97332095035. 
%« w 32°45' 10"= 97332095035, 
Z^«n32°45' 20"= 9 7332422322, + 327262 ~ 35 
%*m32° 45' 30" = 9-7332749574 , 

6-734 ^ 6-734(6-734-10) OK 
%*m32°45'16'734"= yi 4- ^,327287 ^ 35 - 

y t = 9-7332095035 
6-734.327287 ^ 22039ß 
10 

• 6-7(6-7-10) 



200 



35 = 



log sin 32 0 45' 1 6*734" = 9 73323 1 5434 

5) Aus 

logtgx = 9-8273425034 = y 
soll x bestimmt werden. 

Xl = 33°53'50", y t = 9-8273057671, ^y t = 454830, 
^y 4 = -18, y-y t = 367363. 

y — y ( 367363 



iö^*- 4 — 200— ' * 45483+ — 2ÖÖ 18 
367363 „ __367363_ 367363 

76 ' 46483 + |g.l8 ^ 
also x = 33°53' 58-0769". 
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Schliesslich bemerken wir noch, dass das hier dargestellte 
Interpolationsverfahren offenbar bei der Berechnung der Tafeln 
selbst von grösstem Nutzen seyn wird. Hat man nämlich für eine 
Reihe gleich weit aus einander liegender Werthe des Winkels x die 
zugehörigen Werthe des Logarithmus einer trigonometrischen 
Funktion berechnet, so geben die Interpolationsformeln, die immer 
leicht zu handhaben sind, die Werthe derselben Funktion för 
zwischenliegende Winkel. — Diese Andeutung mag hier genügen, 
da für unsere Zwecke eine weitere Ausführung überflüssig ist 
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Sphärische Trigonometrie. 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



Erster Abschnitt. 

Aufstellung der Grundgleichungen der sphärischen 

Trigonometrie. 

Das sphärische Dreieck und die dreiseitige körperliche Ecke. 

I. Seyen A, B, C drei Pankte auf der Oberfläche einer Kugel; 
legen wir nun durch A, B und den Mittelpunkt der Kugel eine Ebene» 
so schneidet dieselbe die Kugel in einem Kreise, dessen Halbmesser 
dem Kugelhalbmesser gleich ist, einem so genannten grössten 
Kreise. Dessgleichen wollen wir durch A, C und den Kugelmittel- 
punkt, sowie durch letztern und B, C Ebenen legen, so werden die- 
selben die Kugel ebenfalls in grössten Kreisen durchschneiden. 
Geht man auf dem ersten dieser drei Kreise von A nach B, so kann 
man entweder einen Bogen durchlaufen , der kleiner als der halbe 
Kreisumfang, oder einen zweiten , der grösser als der halbe Kreis- 
umfang ist. Wenn wir künftig vom Bogen AB sprechen, wollen 
wir den zwischen A und B liegenden Theil des durch diese zwei Punkte 
gehenden grössten Kreises verstehen, der kleiner ist als der halbe 
Umfang des grössten Kreises. Dessgleichen, wenn wir von den 
Bögen AC, BC sprechen. » Die drei Bögen AB, AC, BC bilden nun 
auf der Oberfläche der Kugel ein sphärisches Dreieck. 

II. Denken wir uns von den Punkten A, B, C auf den Kugelmittel- 
punkt O die Halbmesser OA, OB, OC gezogen , so werden die drei 
obgenannten Ebenen sich offenbar in diesen drei Geraden durch- - 
schneiden und in 0 eine dreiseitige körperliche Ecke bilden , deren 
Kanten OA, OB, OC sind. Die drei Kantenwinkel AOB , AOC, 
BOC sind die Winkel am Mittelpunkte der Kugel, welche von den 
drei Bögen AB , AC , BC gemessen werden , und die sich also wie 
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jene Bögen verhalten. .Kennt man den Halbmesser der Kugel, so 
ist es leicht, aus den bekannten Mittelpunktswinkeln die Bögen AB, 
AC, BC zu finden. Wir werden desshalb künftig statt der Bögen 
AB, AC, BC die drei ihnen zugehörigen Mittelpunktswinkel AOB, 
AOC, BOC einfuhren, und diese die Seiten des sphärischen Drei- 
ecks heissen. 

III. Die dreiseitige körperliche Ecke hat auch drei Flächenwinke], 
die Neigungslinien der Ebenen OAB und OAC, OAB und OBC, 
OAC und OBC. Diese drei Winkel sollen die Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks heissen. Wollte man übrigens 
den Winkel der Bögen AC und AB haben, so 
müsste man bekanntlich in A auf OA in den 
Ebenen OAC und OAB Senkrechte (Tangenten 
an die Bögen AC und AB) errichten ; der Winkel 
dieser Senkrechten wäre der Winkel der Bögen. 
Allein dieser Winkel ist nichts Anderes, als der 
Neigungswinkel der Ebenen OAC und OAB , so 
dass man unter „Winkel eines sphärischen Drei- 
ecks" auch die Winkel verstehen kann, welche die drei Bögen, die 
das Dreieck bilden, mit einander machen. 

Die Winkel des sphärischen Dreiecks sollen mit A, B, C, die 
ihnen entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnet werden. 
Alsdann ist 

A der Neigungswinkel der Ebenen OAB und OAC (an OA) , 
B „ „ „ OBA „ OBC ( „ OB), 

C „ „ n » OCA n OCB ( „ OC), 

a = Winkel BOC, b = AOC, c = AOB. 

Zugleich sind a, b, c jeder kleiner als 180°, dessgleichen A, 
B, C. * 

§• 2. 

Satze ans der Stereometrie. 

Von den dreiseitigen körperlichen Ecken werden nun in 
jedem Lehrbuche der Stereometrie einige Sätze erwiesen, die 




* D. b. also wir nehmen künftig an , dass in den von uns betrachteten sphä- 
rischen Dreiecken Winkel nnd Seiten nicht 180° übersteigen. Dass das Eine statt- 
findet, wenn das Andere der Fall ist, wird in §. 5 noch besonders erwiesen. 
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wir, der Vollständigkeit wegen, ebenfalls hier darstellen wollen. 
Sie sind: 

I. In jeder dreiseitigen körperlichen Ecke sind zwei Kanten- 
winkel zusammen grösser als der dritte, d. h. in jedem sphärischen 
Dreieck sind zwei Seiten zusammen grösser als die dritte. Wir 
haben also zu beweisen, dass AOB-f-BOC>AOC. Dabei werden 
wir AOC als den grössten der drei Kantenwinkel annehmen, da 
wenn AOB oder BOC schon > AOC wäre, unsere Behauptung ganz 
von selbst klar wäre. Der Beweis kommt ganz offenbar auch darauf 
hinaus, nachzuweisen, dass (Bogen) BC -H AB > AC. Denken wir 
uns nun, man lege durch B zwei Ebenen , von denen die eine senk- 
recht auf OC, die andere senkrecht auf OA, so werden dieselben die 
Kugel in zwei Kreisen schneiden, so beschaffen, dass dieselben als 
um die Punkte C und A mit den sphärischen Halbmessern (Bögen) . 
CB und AB beschrieben angesehen werden können. Beide durch B 
gehende Ebenen schneiden sich in einer Geraden, die durch B geht 
und auf OAC senkrecht steht; diese Gerade trifft die Kugel noch- 
mals in einem Punkte B', in welchem die obigen zwei, auf der Kugel- 
fläche beschriebenen Kreise sich ebenfalls (wie auch in B) schneiden. 
Die Punkte B und B' liegen auf verschiedenen Seiten von OAC und 
in gleicher Entfernung von dieser Ebene. Ferner treffen die um A 
und C gezogenen Kreise den Bogen AC nothwendig zwischen A 
und C, da sonst BC oder AB grösser als AC seyn müsste, was wir 
nicht voraussetzen. Endlich liegt der um A gezogene Kreis~zwischen 
B und B' rechts von der Ebene BOB', der um C gezogene aber links, 
d. h. der um A gezogene Kreis trifft den Bogen AC in einem Punkte 
M, der um C gezogene in N, welche Punkte nothwendig so liegen, 
dass M näher an C als N, dagegen N näher an A als M. Daraus 
folgt aber sofort, dass AM+CN>AC, unddaAM=AB, CN=CB, 
so ist auch AB + CB > AC. 

Wir haben hier gern diesen gewissermasseu anschaulichen Beweis des ange- 
führten Lehrsatzes gegeben , ohne donselben für genauer als den zu halten , den 
man gewöhnlich in den Lehrbüchern findet (vergl. Legendre Geometrie , Buch V, 
Satz XXI). Im Gegentheile halten wir letztern mindestens für eben so genau, 
während, wie gesagt, der gegebene uns die Sache mehr anschaulich zu machen 
scheint. 

IL Zu jeder dreiseitigen körperlichen Ecke kann man eine 
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zweite bilden derart , dass die Summe der einander entsprechenden 
Kantenwinkel der einen und Flächenwinkel der andern 180° 
beträgt 

Sey zu dem Ende OABC die gegebene 
dreiseitige körperliche Ecke; in 0 errichte 
man auf die Ebene OAB die Senkrechte Oy, 
auf OBC die Oa, auf OAC die Oß, so werden 
Oa, Oß, Oy als Kanten einer neuen dreisei- 
tigen körperlichen Ecke Oaßy angesehen wer- 
den können. Die Kanten OA, OB, OC stehen 
nun aber auch senkrecht auf den Ebenen der 
neuen Ecke. Denn OA ist die Durchschnitts- 
linie der Ebenen OAB und OAC , auf denen 
Oy und Oß senkrecht stehen; mithin stehen 
letztere Geraden auch auf OA, und also 
umgekehrt OA auf Oß, Oy senkrecht, also auch OA senkrecht auf 
der Ebene Oßy ; dessgleichen OB senkrecht auf Oay t OC senkrecht 
auf Oaß. Hätte man also Oaßy als gegebene Ecke gewählt, so 
wäre durch dieselbe Konstruktion , wie oben, als neue Ecke OABC 
erschienen. 

Wir wollen nun in den beiden Ecken einander entsprechende 
Kanten- und Flächenwinkel je einen Flächenwinkel der einen 
und einen Kantenwinkel der andern heissen , wenn der letztere von 
den zwer Kanten gebildet ist, die auf den Flächen senkrecht stehen, 
die den ersten bilden. So entsprechen sich 

Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel aOy, 




OA 

OC 

Oa 

Oß 

Oy 



ßOy, 

«Oß, 

COB, 

AOC, 

AOB. 



In der Ecke OABC stehen sich entgegen : 

Flächen winkel an OB und Kantenwinkel AOC, 
n OA „ n BOC, 

„ „ OC „ „ AOB. 

Dessgleichen stehen sich in der Ecke Oaßy entgegen: 
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Flächenwinkel an Oa und Kanten winkel ßOy, 
» Oß „ „ aOy, 

» » 0; „ „ 00a. 

Nimmt man hiernach in einer der zwei Ecken einen Flächen- 
winkel nnd den ihm entgegenstehenden Kantenwinkel nnd sncht in 
der andern Ecke die diesen entsprechenden Kanten- und Flächen- 
winkel, so stehen sich letztere ebenfalls entgegegen. So stehen sich * 
entgegen : 

Flächenwinkel an OB nnd Kantenwinkel AOC, 
Kantenwinkel aOy nnd Flächenwinkel an 00. 

Zwei nun einander entsprechende Winkel betragen zusammen 
180°. So z. B. Flächenwinkel an OB + Kanten winkel aO/=180°. 
Um dies zu beweisen legen wir durch einen Punkt F der Kante OB 
eine Ebene senkrecht auf OB, welche die Ebenen OAB, OBC in den 
Geraden FM, FN treffe, die natürlich auf OB senkrecht stehen. 
Der Winkel MFN ist also der Flächenwinkel an OB.* In derselben 
Ebene ziehen wir Fa, Fe parallel mit Oa, 0/, so ist aFc = «0/; 
ferner ist cFM = aFn = 90°, indem cF auf OAB, Fa auf OBC senk- 
recht steht. Da aber aFc -h cFM MFN -h NFa = 360°, und 
cFM-t-NFa=180°, so ist 

aFc + MFN = 180°, d. h. aOy H- MFN = 180°, 

was den Satz beweist. 

% 

Tragen wir diesen Satz auf die sphärischen Dreiecke über, so 
heisst er: 

Seyen a, b, c die Seiten, A, B, C die ihnen entgegen stehenden 
Winkel eines sphärischen Dreiecks, so kann man immer ein anderes 
sphärisches Dreieck erhalten, dessen Seiten = 180 °— A, 180°— B, 
180° — C und dessen diesen Seiten entgegen stehende Winkel 
180°- a, 180°- b, 180°- c sind. 

III. Da immer zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks grösser 
sind als die dritte, so hat man also auch 

180°-A-M80 0 -B> 180 0 -C, A + B-C<180°, 

180°- B -hl80 0 -C>180°-A, B C — A< 180°, 

180°-A-K180°-C> 180 0 -B, A-hC-B < 180°. 

Addirt man diese drei Resultate, so ergibt sich: 
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A 4- B 4- C < 540°, 
d. h. je zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks, um den dritten 
vermindert, betragen weniger als 180°; die Summe aller drei be- 
trägt weniger als 540°. * 

Was die Grössen A 4- B — C, B4-C-A, A4-C-B betrifft, 
so werden sie also, wenn sie positiv sind, immer unter 180° seyn; 
sie können aber ganz wohl auch negativ ausfallen. 

IV. In jeder beliebigen körperlichen Ecke, 
in der die sämmtlichen Flächenwinkel kleiner 
als 180" sind, ist die Summe aller Kanten- 
winkel kleiner als 360°. 

Sey OABCDE eine fünfseitige körperliche 
Ecke, so ist 

AOB+BOC4-COD4-DOE4-EOA<360°. 

Sey ABCDE eine beliebige Ebene, F ein 
Punkt in ihr; man ziehe FA, ... FE, so hat 
man nach I: 

an der Ecke in A: OAB 4- OAE > BAE, 
„ „ „ M B: OBA-f- OBC> ABC, 
„ „ „ „ C: OCB-hOCD>BCD, 
n « n » D: ODC-f-ODE>CDE, 
n n .n n E: OED -f- OEA > DEA, 

d. h. 

OAB 4- OBA 4- OBC 4- OCB 4- OCD 4- ODO 4- ODE 4- OED 
4- OEA + OAE > BAE 4- ABC 4- BCD 4- CDE + DEA. 
Da aber 

OAB 4- OBA 4- .... 4- OAE = 5 . 180°- (AOB 4- BOC 4- COD 
4- DOE 4- EOA), 

BAE 4- ABC 4- 4- DEA = 5 . 180° — (AFB 4- BFC 4- CFD 

4- DFE 4- EFA) = 5 . 180° — 360° = 3 . 180°, 

so ist 

5 . 180°- (AOB 4- BOC 4- COD 4- DOE 4- EOA) > 3. 180°, 
AOB 4- BOC + COD 4- DOE 4- EOA < 360°. 




* Das Letztere versteht sich freilich ron selbst, da jeder einzelne Winkel des 
sphärischen Dreiecks kleiner als 180° angenommen wurde. 
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V. In jedem sphärischen Dreieck (und Vieleck) ist also die 
Summe aller Seiten kleiner als 360°. 

Also auch (II) 

180°— A 180°- B + 180°- C < 360°, 
540° - (A + B + C)< 360°, 
A-t-B 4-0180°, 

d. h. die Summe der drei Winkel ist grösser als 180°. Daraus 
folgt, dass (wenn man beiderseitig 2 C abzieht) 

A+B-C>180°-2C 
ist; nun ist 2G unter 360°, also wenn auch 2 C> 180°, so ist doch 
180°— 2 C nie unter - 180°, d. h., wenn auch A-+-B — C negativ 
ist, so ist diese Grösse doch zwischen 0 und 180°. Mithin liegen 
die Differeozen A-J-B — C, A — B-hC, -A + B + C immer 
zwischen — 180° und 4- 180°; während die Differenzen a+b— c, 
a — b + c , — a 4- b -t- c immer positiv sind. 

VI. Stellen wir alle Sätze nochmals zusammen, so haben wir: 

A+B— _!q!!o 
a+b>c, * o *>180° 

a+c>b,a+b+c<360°;A-B+C< 180 ° A+B+C 

b+c>a, . >- 180 °> <64 °- 

. t» n< 180° 

Was wir nun von einem sphärischen Dreiecke beweisen, gilt 
geradezu für die dreiseitige körperliche Ecke , wenn mau nur statt 
„Winkel des sphärischen Dreiecks" setzt „Flächenwinkel", statt 
„Seiten des Dreiecks" aber „Kantenwinkel". 

- 

§.3. 
Hilfssatz. 

Sey ABCD ein Viereck, in welchem AB parallel mit CD gezogen 
sey, und AC = BD, so ist leicht zu beweisen, 
dass auch Winkel C = D, A = B; ferner ist 
[erste Abthl. §. 27, (29)] : 

AD 2 = AB 2 -h BD 2 — 2AB.BDcoäB, 
AD 2 = AC 2 h- CD* - 2 ACrCDco* C. 

Dieser, Trigonometrie. 14 
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DaaberC = D, A = B, und A + B-f-C-hD = 360°, so ist 
B -f- C = 180°, also cosB = — cosC. Mithin : 



AB 

AP' 
CD 

d. h. da AC = BD : 



AD* . _ BD 1 
= AB-f- 



AB 



2BD.co*C, 



AC 



= -j^r + CD - 2 AC . cosC, 



AD* AD 2 m BD 2 BD* 

+ — AB -h CD + -rrr- f- 



CD 



AB CD ' 



oder: 

AD s .CD-+-AD , .AB = (AB+CD)AB.CD-hBD , .CD4-BD , .AB, 

AD a (CD -h AB) = (AB + CD) AB. CD -4- BD 1 (CD + AB) , 

nnd wenn man mit CD -h AB dividirt : 

AD* = AB . CD 4- BD*, 

d. h. in einem, wie angegeben gestalteten Vierecke ist das Quadrat 
der Diagonale gleich dem Produkte der zwei parallelen Seiten plus 
dem Quadrate der einen der zwei gleich langen nicht parallelen 
Seiten. 

§.4. 

Die drei Grundgleichnngen der sphärischen Trigonometrie. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, in dem wir AB < AC an- 
nehmen , und worin A , B , C die drei 
Winkel, a, b, c, die drei Seiten bezeich- 
nen sollen. 0 stelle den Kugelmittel- 
punkt vor, OA den nach A gezogenen 
Halbmesser, der (nötigenfalls) in OE 
verlängert sey. Von B ziehe man in 
der Ebene des Bogens AB die BD senk- 
recht auf OA und in D in der Ebene 
des Bogens AC die DF senkrecht auf 
OA , so wird die Ebene des Dreiecks 
BDF senkrecht stehen auf OA und der 
Winkel BDF gleich A seyn. Des- 
gleichen ziehe man von C in der Ebene 
von AC die CE senkrecht auf OA, und EG in der Ebene von AB 
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senkrecht auf OA, wobei der Bogen AB bis G verlängert wurde, so 
wird auch die Ebene GEC senkrecht auf OA stehen, also mit BDF 
parallel laufen, und GEC = A seyn. 

Denkt man sich die Halbmesser OB, OF, OG, OC gezogen, * 
so werden die Dreiecke BOD und FOD, GOE und COE kongruent 
seyn, mithin BD = DF, GE = EC, BOD = FOD, GOE = COE.- 
Daraus folgt nun, dass auch Bogen AB = AF, AG=AC, FC=BG 
ist. Der zu AF gehörige Mittelpunktswinkel (AOF) ist also = c, 
der zu FC gehörige = b — c. 

Da Bogen FC=BG, so ist auch Sehne FC=BG; fernerlaufen, 
wie leicht zu ersehen, BF und CG mit einander parallel,* 41 so dass 
das Viereck BFCG die Gestalt des in §. 3 betrachteten Vierecks 
hat. Würde man also die Diagonale BC ziehen, so hätte man: 

BC'=BF.GC + FC 2 . 
Sey nun r der Halbmesser der Kugel, so ist (erste Abthlg. §.25, 
Nr.lund§.26,IL): 

BC = 2r*mia, BD = r*mc, CE=r«mb,*** FC=2r*m$(b-c), 



* Also ist BOA = c, AOC = b , BOC = a. 

** Den Beweis dieses Satzes kann man etwa so führen: Die Linien BD und GE 
laufen parallel, eben so DF und CE; man verlängere DB nnd DF, und zwar so, 
dass wenn BS, FV die Verlängerungen sind, DS = EG, DV= CE sey. Alsdann - 
ist auch GS gleich und parallel DE , eben so CV, so dass auch GS und CV gleich 
und parallel sind. Daraus folgt aber , dass SV und CG in derselben Lage seyn 
müssen, und da auch SV parallel BF, so ist endlich BF parallel CG. 

••• In unserer Figur ist eigentlich CE=r**n(180°- b), d. h. doch CE=r*tnb. 
Man wird sich auch leicht überzeugen, dass die hier gefundenen Beziehungen ganz 
allgemein gelten, welche Werthe auch immer a, b, c, A haben mögen, wenn sie nur 
unter 180° sind. Für den besondern Fall, dass b = c wäre, würde allerdings F mit 
C, B mit G zusammenfallen, also das Viereck GEFC nicht vorhanden seyn; alsdann 
hat man jedoch BC=2r*t*n$a, oder da jetzt BC mit GC zusammenfällt, auch GC 
= 2rm{a. Aber es ist auch, wie im Texte, GC = 2 r sin b sin \ A , demnach 

2r sin \ a = 2 r sinb sin \ A , sin\ a = sin b sin $ A. 

Diese Gleichung ist aber die gefundene Fundamentalgleichung, denn sie gibt: 
2nn»|a=2«n , b*m*£A., 1 - eos a = sin'b (1 - cos A), 
1 — eos a = sin* b — sin*b cos A , cos a = cos'b + sin l b eos A , 
welche letztere Gleichung aus cos* = cosb eosc-i- sinb sine cot k folgt, wenn 
b=c ist. Wie natürlich zu erwarten war, gilt also die Fundamentalgleichung auch 
noch für b = c. 

14* 
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also 

BF=2BD«n$A=2mnc.*mJA, GC=2EC«n}A=2r«nb«nJA. 

Demnach hat man 

4r J «Via = 2r««c«n}A.2r«nb«tnJA + 4r 2 «n 2 K b -- c )> 
d.h. 

2sin 2 Ja = 28inbsinc.8in 2 iA -f- 2sin 2 \Q> — c), 
oder [erste Abthlg. §. 16, (23)] : 

1 — cos & = sinb sin c(l — cosA) 4- 1 — co8(b — c), 

1 — cosa = tfinbffinc — «nbwnc coäA -+- 1 — cos (b — c) , 

— Cosa. = sink sine — sinbsinc cosA — cosbeose — sink sine, 

— cos a = — sinbsinc cos A — cosb cosc, 

d. h. 

cos a = cos b cos c H- sin b am c A. 

Diese Gleichung ist die Fundamentalgleichung, von der wir 
ausgehen werden. Es ist ganz selbstverständlich, dass man eben 
so den Winkel B, oder C an die Spitze der Figur hätte stellen 
können, so dass man die folgenden Gleichungen hat: 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cosA, \ 

cos b = cos a cos c -+- sin a sin c cos B , ) ( 1 ) 

cos c = cosa. cos b -b sina.sin b cos C , / 

d. h. der Cosinus einer Seite ist gleich dem Produkte der 
Cosinus der zwei andern Seiten, plus dem Produkte der 
SLinus der zwei andern Seiten in denCosinus des Winkels, 
welcher der ersten Seite entgegen steht. 

Diese drei Gleichungen sind die notwendigen und genügenden Fundamental- 
gleichungen; alle übrigen Beziehungen werden sich desshalb aus ihnen nach den 
gewöhnlichen Regeln der Rechnung ableiten lassen, wie sich im Nachstehenden 
zeigen wird. Dass sie übrigens nothwendig sind, aber auch genügen, lässt sich in 
folgender Weise leicht einsehen. Ein sphärisches Dreieck ist vollkommen bestimmt, 
wenn in demselben z. B. gegeben sind zwei Seiten (b und c), nebst dem von diesen 
Seiten gebildeten Winkel (A). In diesem Falle gibt nun die erste Gleichung (1) 
den co*a, also da a zwischen 0° und 180° liegt, die Seite a ganz unzweideutig; 
eben so unzweideutig folgen dann aus den zwei andern Gleichungen (1) die Winkel 
B und C, so dass alle übrigen Stücke gefunden werden können. Es ergibt sich 
hieraus offenbar, dass drei Gleichungen nothwendig sind, und dass die drei (1) 
genügen. Eine Beziehung zwischen den Seiten und Winkeln des Dreiecks, die 
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andere Werthe liefern würde , als die gefundenen , kann aber nicht bestehen, 
einfach desshalb, weil andere Werthe dieser Grössen (a, B, C) auch nicht bestehen, 
da ja nur ein Werth für jede möglich, und derselbe bereits gefunden ist. 

Die Gleichungen (1) entsprechen den Gleichungen (29) in §. 27 der ersten 
Abtheilung und man könnte letztere auch aus den obigen ableiten , etwa in nach- 
stehender, Weise. Sey r der Halbmesser der Kugel, auf der das sphärische Dreieck 
▼erzeichnet ist; o, ß, y die Langen der drei Bögen BC, AC, AB , so ist (erste Ab- 
theilung §.20): 

, 1 o» 1 a* 1 ß* 1 ß* 

co*a=l-— —-+-<£ ^ ">*b = l-y— 4-— 

cos c=l- — ^+2Ä 7 ""*•■•» w»D = y--ß ^ + --» 

also wird die erste Gleichung (1) zu: 

1 a* 1 ß* 1 y* .ß lß 9 



1 



y 2 « a 

d.h. 

1 — — pf-r- ... - 1 — — — — K-.+^U- . . .) cot A y 

1 a* 1 l'H-y» fr, . 

wo die weggelassenen Grössen alle höhere Potenzen vonr, als die zweite, im 
Nenner haben. Multiplizirt man mit — 2r*, so hat man 

a t -h,.. = ß t + y* + 2ßy(l — ...)co*A. 

Lasst man r= QO werden, so geht die Kugel in eine Ebene, das sphärische 
Dreieck in ein ebenes über; dabei werden nun die weggelassenen Grössen, da sie 
noch r im Nenner haben, ausfallen, so dass man hat: 

a* = ß* + y* -2ßycotA, 
d. h. die eine Gleichung (29) in §. 27 der ersten Abtheilung. 

§. 5. 

Verallgemeinerung. 

Wir haben in §. 1 schon gesagt, dass wir die Seiten und Winkel 
eines sphärischen Dreiecks kleiner als 180° annehmen. Diese Vor- 
aussetzung werden wir im Folgenden auch festhalten, trotzdem aber 
hier doch zefgen, dass die Grundgleichungen (1) von dieser Ein- 
schränkung frei sind. 
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I. Zo nächst haben wir 2u bemerken, dass der Satz, wonach 
in den sphärischen Dreiecken, deren Seiten kleiner als 180° sind, 
nothwendig die Winkel ebenfalls kleiner als 180° sind (was wir im 
Vorhergehenden geradezu als selbstverständlich angenommen haben) 
sich leicht erweisen lässt. Ist ABC ein sphärisches Dreieck, dessen 

Seiten AB, AC kleiner als 180°, so sind 
es anch die Winkel B und C. Denn 
man mnss die genannten Bögen noth- 
wendig verlängern, wenn sie sich noch- 
mals (in D) schneiden sollen, weil die 
Entfernung von einem Durchschnitts- 
punkt zum andern einen halben Kreis- 
umfang beträgt. Es entstehen also neben 
Bund C (d.h. ABC, ACB) Neben- 
winkel (in dem Dreiecke DB C), die mit 
den erstem 180° ausmachen, so dass diese selbst nicht über 180° 
seyn können. 

TL Sind aber die Winkel eines sphärischen Dreiecks kleiner 
als 180°, so sind die Seiten in derselben Lage. Denn zu einer 
dreiseitigen Ecke, deren Flächenwinkel kleiner als 180°, lässt sich 
(§. 2 , II) die Ergänzungsecke bilden , deren Kantenwinkel kleiner 
als 180° sind; in dieser Ergänzungsecke sind nach I also die 
Flächenwinkel ebenfalls kleiner als 180°, mithin endlich die Kan- 
tenwinkel der ursprünglichen Ecke ebenfalls, d. h. die Seiten des 
gegebenen Dreiecks. Uebrigens lässt sich die Wahrheit dieses 
Satzes auch ganz unmittelbar einsehen. Ist in dem Dreieck ACB 
(Fig. 59) C<180° und man lässt C wachsen, indem der Bogen 
grössten Kreises CA sich um C dreht , während sein Endpunkt in 
dem Kreise BA FD bleibt, so wird der Bogen BA wachsen 
(gleich viel, wie gross vorher C war). Nun ist aber, wenn C zu 
180° wird, nothwendig der Bogen BA gleich dem halben Kreisum- 
fang, da dann BC und CA in die Verlängerung von einander fallen, 
also nur einen grössten Kreis bilden, der den Kreis BAFD in den 
beiden Endpunkten eines Durchmessers schneidet Folglich war AB 
kleiner als der halbe Kreisumfang, wenn C < 180° war. 

III. Betrachten wir nun sphärische Dreiecke, deren Seiten 
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grösser als 180° sind. Nehmen wir immer A, 6, C als die drei 
Eckpunkte an, so können folgende Fälle eintreten: 

1) alle drei Seiten sind kleiner als 180° — der seither behan- 
delte Fall; 

2) eine Seite ist grösser als 180°, die zwei andern kleiner (liefert 
eigentlich drei Fälle, die sich jedoch in einem behandeln 
lassen); 

3) zwei Seiten sind grösser als 180°, die dritte kleiner als 180° 
(3 Fälle); 

4) alle drei Seiten sind grösser als 180°. 

Die letzten drei Fälle , von denen jeder als einzeln angesehen 
werden darf, wollen wir nun besonders behandeln. 

IV. Ein Dreieck, in dem eine Seite grösser als 180°, ist das 
von den Bögen BC, AC, AFDB gebildete. Sind die Winkel und 
Seiten des gewöhnlichen sphärischen Dreiecks ABC : 

A, B, C, a, b,c, (a) 

so sind die des jetzigen: 

180°- A, 180°— B, 360°— C, a, b, 360°- c, (a') 

und es ist also aach ein Winkel grösser als 180°. Für die sechs 
Grössen (a) gelten die (1); sollen sie auch für (a') gelten, so 
müsste 

cobsl = cosb <?0*(36O° — c) + *mb *m(360° — c)*>*(180° — A), 
cos b ■= cos a cos (360 0 — c) + ein a sin (360° - c) cos (180 0 - B), 
cos (360 0 - c) = cos a cos b + sin a sin b cos (360 0 — C) 

seyn. Da diese Gleichungen aber thatsächlich wieder die (1) sind, 
so gelten also unsere Grundgleichungen für diesen Fall. 

V. Sollen zwei Seiten grösser als 180° sein, so betrachte man 
das Dreieck, gebildet von den Bögen: BC, CDEA, BDFA, in denen 
freilich die beiden letzten Bögen sich in D durchschneiden, also von 
einem Dreieck im gewöhnlichen Sinne nicht mehr die Rede ist Mit 
Bezug auf die Grössen (a) sind jetzt die Winkel und Seiten: 

A, 180°-B, 180°-C, a, 360°-b, 360°-c. 

Also müsste seyn : 
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cos a = cos (360 0 - b) cos (360 0 — c) -f- sin (360 0 — b) 

*m(360° — c)cosA, 

c<w(360° - b) = cos&cos (360° - c) 4- *ma*m(360° - c) 

cos (180° -B), 

<?0* (360 0 - c) = <?o« a cos (360 0 — b) 4- sin a «in (360 0 — b) 

cos (180° -C), 

welche Formeln wieder die (1) liefern, also richtig sind. 

VI. Sollen endlich alle drei Seiten grösser als 180° seyn, so hat 
man das von den Bögen BDFA, CDEA, CFEB gebildete Dreieck zn 
untersuchen, in welchem die einzelnen Bögen sich jedoch in D, F,"E 
nochmals schneiden. Die Winkel und Seiten sind jetzt: 

A,B,C,360 0 -a, 360 0 -b,360°-c, 

und es müsste 

cos (360 0 - a) = cos (360 0 - b) cos (360 0 - c) - 
•+■ ein (360 0 — b) sin (360 0 - c) cos A , 

cos (360 0 - b) = cos (360 0 - a) cos (360 0 - c) 
4- sin (360 0 — a) sin (360 0 — c) cos B , 

cos (360° - c) = cos (360° - a) cos (360° - b) 
4- sin (360° - a)«m(360° - b)cosC, 
seyn, was ebenfalls richtig ist. 

Damit ist die anfanglich ausgesprochene Behauptung gerecht- 
fertigt Da wir im Nachstehenden aus den (1) alle Formeln ab- 
leiten werden, so gelten dieselben auch ganz allgemein. Selbstver- 
ständlich sind hievon diejenigen Folgerungen ausgeschlossen, bei 
denen die Bedingung, dass die Seiten kleiner als 180° seyn müssen, 
vorausgesetzt ist (Siehe hierüber das Vorwort) 

> 

§• 6. 

Umformungen. Der Satz ron dem Verhältnisse der Sinus der Seiten und Winkel. 
I. Aus (1) zieht man: 

cos A - C ° 8 a *~ C08 ^ 008 C 
sin b sin c 

also 

, , . CMa-cwbcMC sinbsinc -\-cosa — cosbcosc 
1 -hC0$A= 1 -I r^r—. = r-j— : 
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cos a — (cos hcosc — sin b sin c) _ cos a — 'cos (b 4- c) 
sinbsinc sinbsinc 
2sin\(& + b + c)sinj (a — b — c) 
sin b *m c 
= 2WnKa+b+c)WnUb+c- a ) 

«nb^nc v öö 

d.h. 

21 * 2«nÄ(a + b-r-c)«ni(b + c — a) 
?1 _ gmj(a 4- b 4- c) (b 4- c — a) 

COS wA — ; r — ; . 

* -sinbsinc 

Eben so: 

cossl— cosbcosc sinbsinc — cosa 4- WÄbcosc 



1 — cos A = l — 



sinbsinc sinbsinc 



cos(b — c) — co sa,_ 2sin\ (b — c 4- a) .sin j (b — c — a) 
s in bsinc sin b sin c 



_ ^ sin j (a 4- b — c ) . s in j (a — b 4- c) 
,~~ sinbsinc 

_ 2sin{(ii-hb — c).gwj(a — b4-c) 

imbrnnc 



2«n 2 iA = 



. 2 «nj (a -f- b — c) . sin j (a — b 4- c) 

sin i A — r r ; • 

2 «nb«nc 

Durch Division beider Resultate ergibt sich : 

, gm |(a 4- b — c) . j (a — b 4- c) 
* 5 «nHa + b 4- c),«n}(b + c-a) ' 

Setzt man 

a4-b4-c = 2s, 

so ist 

a4-b — c = 2s — 2c, 

a — b4-c = 2s — 2b, * 

b4-c — a = 2s — 2a, 
also: ( 

}(a4-b4-c) = s, J (a4-b — c) = s — c, $ (a — b 4- c) = s — b, 

$(b4-c — a) = s — a, 

d. h. man hat nun : 
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sin, 



sm, 



cos^A 



_ -y^ sin s 



sin (s— b) «in (s 
sinbsinc 


-c) 

» 


sin (s — a) sin (s 


-c) 


6m a «tn c 


sin (s — a) sin (s 


-b) 


smaamb 



sin (s — a) 



cos 



sin b sin c 
^ _ -y/ sin s *m (s — b) 



sin a «nc 



) (2) 



COS 



n 1/ * m 8 OTW ( s — c ) 

V ** n ( 8 ~ b) g/n (s--c) 
' sinssin(s — a) 



ty|A 

. lß _ i/ (s— a) (s — c) 
' sin s sin (s — b) 

. , r _ i/ «w(b — a)Wn(8-b) 



wo die Quadratwurzel nur positiv genommen ist, da£A, JB, {C 
unter 90° sind. Da ferner nach §. 2, I immer s — a, s — b, 
s — c positiv sind, und s sowohl, als jede dieser Grössen unter 180° 
bleibt (§. 2, IV), so sind die Grössen unter den Wurzelzeichen 
alle positiv. * 



* Es lasst sich jedoch auch umgekehrt aus den Formeln (2) der Schluss 
ziehen, dass s — a, s — b,s — c positiv und s < 180°. 

Denn da die Produkte unter den Wurzelzeichen positiv seyn müssen» «na, 
**»b,«nc aber positiv sind, so müssen die vier Grössen sins, riw(s— a), «n(s— b), 
*tn(s — c) dasselbe Zeichen haben. 

■ 

Wären nun 

sin 8 , sin (s — a) , sin (s — b) , sin (s — c) negativ, 

so müsste s^> 180°, also jedenfalls s — a, s — b, s — c positiv seyn; damit aber 
ihre Sinus negativ sind , müssen diese Grössen, selbst 7> 180°, also ihre Summe 
d. h. s > 540° seyn, was unmöglich ist. 



i 
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II. Durch Multiplikation zieht man aus den Gleichungen (2): 

„ , , . i / sin s sin (s — a)*£n(s — b)$m(s — c) 

2sin\kcos\k=2 V . i. . 2 

2 * 1 sin' b sin* c 

d. h. 

. . n ysinssin(s — a)sm(s- -b)Äm(s — c) 

sink— 2- — — -. » 

smbsinc 



sin c sin b sin A = 2 y 8 ^ n 8 OTn ( s ~~ a ) ( 8 ~~ b) 8 ^ n ( 8 — c )« 
Eben so: 

«in a . ein c.sinB = 2 'tfsin s . sin (s — a) . sin (s — b) . sin (s — c) , 

sin a . *mb . sin C = 2 Y«» s . *m (s — a) *in (s — b) . sin (s — c). 

< 

Daraus folgt: 

sin b sin csinA = sin a sin c «m B = sin a.sin b sin C , 

d.h. 

*mb*2nA=0ma*£nB t sine sin A^sin&sinC, sincsinB=sinbsinC, 
oder 

«?n a _ sin A a sin A *m b _ sin B 

^^wb~"«^wB , *wc~~*mC , «inc"«nC' 

d. h. die Sinus der Seiten verhalten sich, wie die Sinus 
der entgegen stehenden Winkel. 

§• 7. 

Weitere Gleichungen zwischen den Seiten und Winkeln. 

I. Aus (1) hat man: 

cos a = cos b cos c ■+- sin b sin ccosA, 
cos c = cos a coa b -+- «n a «n b cos C. 

• » 

Setzt man diesen Werth von cos c in die erste Gleichung , so 
erhält man : 



Also sind 

sin s , sin (s — a) , sin (s — b) , sin (s — c) positiv, 

mithin s< 180°, da nicht s>270° seyn kann; ferner s-a, s-b, s-c positiv, 
da keine dieser Grössen unter - 180° liegen wird und zwischen Ound - 180° der 
Sinus negativ ist. 
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cos a = cos a cos 7 b «+• sin zsinb eos b cos C •+■ sinb sin c cos A , 
Cosa — C083.C08 7 b = äzYi a*2>ib coffbco* C -f- sinbsinc cosA , 
co«a(l — 00**0) = 8in3L8inbco8bco8C + sinbsinccos A t 
co83Lsin 2 b = «Yiasmbcosb cosG H- «nbwwcco« A. 

Dividirt man durch *thb t and schreibt sogleich die weitern 
Formeln hin, so hat man: 

0 off a sin b = «in a cos b cos C 4- sin c cos A, 
tfoabwna = sinbcos^cosC sinccosB, 
coscsinb = sinccosbcosA -f- «Viaco* C, , 
00*b*mc =«nb<?0scc0*AH-*2nac0sB, 
000a9tnc = «na00*c00«B -f- smb cosA t 
cos c «n a = *m c 00* a 00« B + sin b cos C, # 

welche Formeln ebenfalls leicht in Worten auszusprechen sind. * 

II. Setzt man in (4) nach (3) : sine = *' n * ***** ^ , so hat man : 

8inA 

cos&sinb = sina.co8bcosC-h sinzsinGcotgA; 

dividirt man noch durch #ma, so hat man: 

cotg a sin b = 00* b cos C -4- sin CcotgA, 
cotg b sin a = 00* a cos C + sin C 00^7 ß , 
cotg csinb = cos bcosA-h sin A cotg C , 
cotg b sin c = cos c 00* A + sin A cotg B , 
00^ a sin c = 00$ ccosB-h sinB cotgA , 
cotg c am a = 00* a 00« B H- «mB 00^0 C. 

III. Aus (4) hat man 

C0*a*mb = «na00«b00*C -+- sine cos A. 

Setzt man nach (3) : 

» 

. , sinBsina, . sin C sinn 

sin 0 = — : — - — , sine — — — — , 

sinA ainA 

so ist 

sinacosa sinB . «masmC^A 

r— : — 8in*C08 bcosG H — , 

«nA *mA 



(5) 



* Alle diese Formeln werden durch einfache Buchstab envertauschung aus 
einander abgeleitet. So folgt die zweite aus der ersten , wenn man a und b, also 
auch A und B tauscht; die dritte aus der ersten, wenn man a und c, A und G 
tauscht; die vierte aus der dritten durch Vertauschung von b und c, B und C u. s. w. 
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d. h. 

sin acwa sin B = sin a cos b cos C. sin A 4- sin a C co* A , 

oder wenn man mit «na dividirt: 

cosa^mB = coshsinA cosC 4- cosAsinC, 
cos b *m A = co« a mn B co« C 4- coa B sin C , 
cos & sin C = coscsinAcosB ~\-cosAsinB t 
cosc sin A = cos&sinC cosB 4 cosCsinB, 
cos bsinC = cos c sin B cos AH- co* B *tn A, 

r 

coscsinB = c0*b*tnC co*A 4- cos C sin A. 

IV. Die Gleichungen (4) sind Gleichungen zwischen den drei 
Seiten und zwei Winkeln; die (5) zwischen zwei Seiten und zwei 
Winkeln; (6) zwischen zwei Seiten und dref Winkeln. Ein Schritt 
weiter wird uns nun die gesuchte Gleichung zwischen einer Seite 
und den drei Winkeln geben. 

Aus (6) hat man 

cos a sin B = cos b sin AcosC-\- cos A sin C , 
coshsinA = cosasinB cosC 4 cosB sinC, 

also wenn man diesen Werth in die erste Gleichung einsetzt: 

cosa,sinB = cos a sin B cos 2 C 4- cos C sin C cos B 4- cosAsinC, 
cosa.sinBO — cos*C) = cosGsinGcosB 4- cosAsinC, 
cos&sinBsin 7 C = sin Gcos C cosB 4- cosAsin C , 
co* a sin B sin C = cos C coaB 4- co« A , 

d. h. es ist: 

cos A = sinB sin C cosa — cos B cos C, ) 
cos B = sin A sin Ccosb — cos A cos C , j (7) 
cos C = sin A sin Bcosc — cosA cosB, ) 

der Cosinus eines Winkels ist gleich dem Produkte 
der Sinus der beiden andern Winkel multiplizirt mit dem 
Cosinus der Seite, welche dem ersten Winkel entgegen 
steht, minus dem Produkte der Cosinus der beiden an- 
dern Winkel. * 



* In der Anmerju^ng zu §. 4 haben wir die Gleichungen (1) als die notwen- 
digen und genügenÄn Fundamentalgleichungen der sphärischen Trigonometrie 
bezeichnet. Mit demselben Rechte konnte man dies auch ron den Gleichungen (7) 

< 
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Umformung der (7) 



Da die Gleichungen (7) abermals einen wichtigen Satz aus- 
drücken, so wollen wir eine zweite Ableitung derselben angeben. 

Da nach §.2, H es immer auch ein sphärisches Dreieck gibt, 
dessen drei Seiten 180°— A, 180°— B, 180°- C, und dessen 
drei Winkel 180° — a, 180° -b, 180° -c sind, so hat man 
nach §. 4 : 

cos (180* - A) = cos (180° - B) . cos (180° - C) + *m(180° - B) 

«n(180°-C)co*(180°-a), 

d. h. 

— cosA = cosBcosC — sinBsinC cos a 9 

oder 

cos A = sinB sin Ccosz — cos B cos C. 
Durch eine ähnliche Umformung gehen die Sätze (6) aus (4) 
hervor. 

§.8. 

Umformung. 

Aus (7) folgt: 

cos A 4- cosB cos C 
sinü&inG 

also wie in §. 6 : 

, _ sinBsinC+cos A-t-cosB cosQ _ cosA + cos (B — C) 
*a- *mB*iwC **" sinBsinC 

2 cosj (A + B - C) cosjCA - B + C) 
sinBsinC 



sagen, da aus diesen ebenfalls alle andern abgeleitet werden könnten, was 
durch ein Zurückgehen durch (6), (5), (4) erlangen würde. 

Was ferner die gleichfalls berührte Beziehung dieser Gleichungen mit denen 
der ebenen Trigonometrie anbelangt, so entsprechen die Formeln (2) den Formeln 
(30) in §. 27 der ersten Abtheilung, die (3) den (32) in §. 27; die im §. 9 hier noch 
abgeleiteten Formeln (9) entsprechen den (35) in §. 28, die (10) den (33) in §. 27. 
Was die (7) anbelangt, so entsprechen sie der Formel A+B-r-C=180° der ebenen 

1 a* 

Trigonometrie ; denn man zieht aus ihnen , indem cot a = 1 - — -j- -+- . . . , für 

Z r 

r = QO zu cot a = 1 wird: 

cot A = — cotB cot C H- tinB sin C = — <so*(B 4- C) , cot B = - cot (A -f- C), 

cos C = — cot (A H- B) , 
also nothwendig A + B H- C = 180°. 
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, sinB 8inC—co8A—co8B cosC cosA-{- cos(B-\-C) 
2sm *a- sinBsinC ~ sinBsinC 

_ 2cosj(A + B + C) cos\(B + C - A) 

sinBsinC 

Setzt man nun 

A + B-hC=2S, 
also A + B-C = 2S-2C, 

A-B-hC = 2S-2B, 
B + C-A = 2S-2A, 

so hat man folgende Gleichungen: 



sin } a = 
*m*b = 



sin \ c = 



Y 



— C08 S C08 (S — A) \ 
sin B sin C 



— C08 S cos (S — B) 



sin A C 



cös S co* (S — 0) 



«m A #m B 



co*fa = 

■ 

coajb = 



cos^c = 



ty}b = 
#*c = 



■i/ cog(S-B)gog(S-C) 
tt'nBffmC 



n/ gQg(S-A)cQg(S-C) 

* «YiAfinC 

-i/ cw(S-A )(C(w(S-B) 

* Min A i 



(8) 



«mAm'nB 



co* S cos CS — A) 



^co*(S-B) <ww(S-C) 

V— goaS coHS — B) 
cos(ß-A)cos(ß-C) 

-~cösS cos (S — C) 



■i f j—C08S_CC 

V co*CS-A) 



icoä(S-B) 

in welchen Gleichungen die Quadratwurzel nur positiv genommen 
ist, da ia, Jb, }c unter 90° sind. Da nach 8.2: S = i(A+B+C) 
zwischen 90° und 270°; S — A, S - B , S - C zwischen —90° und 
H- 90° liegen, so ist cos S negativ; cos (S — A), cos (S — B), 
cos (S — C) dagegen sind positiv, die unter dem Wurzefzeichen 
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vorkommenden Grössen sind also sämmtlich positiv.* Aus den 
Gleichungen (8) lassen sich die Gleichungen (3) ebenfalls leicht 
ableiten. 

§.9. 

Die Gaussischen Gleichungen. 

Aus den Formeln (2) in §.6 folgt unmittelbar: 

, _ -l 1 8in*s sin (s — a) sin ( s — b) 
C08$AC08\B= y : . . . , * 

d. h. da «ins, 0mic positiv sind: 

0/n8i/02n(s — al^ms-b) 0/7» s . .~ 
2 1 0271c 1 8in a 0m b 0mc 

Eben so 

eint A*ini B = V «*(-.')^C»-b) = f^)„- n . C . 

* * 0i7i c ' 027ia0inb sine 

• 1 » 1T , 0/71 (s— b) 1 / 0m s 0/n (s — c) 0m(s — b) ~ 
smAAco$4B — : V ; r-r = : C00$O, 

* * 0enc f 0ma027»b 0inc 

4 . 0/71(8— a) 1/0/ws. 0/71(8 — c) 0/n(s~a) - 

cos {A sin = — ^ \ ; Vr; — = : C08\Q. 

2 2 07»ic ' 8tn3L8inb sine 

Daraus folgt: 

co8$Aco8$B -t- 8ini A0/71 JB = [0ms + 0/71 (s — c)] 

2 a 0mc 

= - . . — — 202w(s — \c)C08i c = — r-7- 8ini(a + b), 

2027lJCC(?«JC 0m$C 



• Auch hier, wie in §. 6, lassen sich diese Sätze umgekehrt aus (8) ableiten. 
Zunächst nämlich müssen cot S und die drei Grössen cot (S — A) , cot (S — B), 
cot(S — C) von verschiedenen Zeichen seyn, letztere drei also dasselbe Zeichen 
haben. 

Wären nun 

*>«(S-A)<0, *>*(S-B)<0, cos(S-C)<0, cot$>0, 
so müsste S zwischen 0° und 90° liegen, da S>0 und <270° ist. Alsdann 
aber könnten S — A, S — B, S — C unmöglich über 90° seyn, also müssten alle 
drei unter —90°, d. h. negativ seyn, was unmöglich ist, da ihre Summe S 
positiv ist. 
Also ist 

«o*(S — A)>0, cos(S — B)>0, cos(S-C)>0, co*S<0, 
d.LS-A,S-B,S-C hegen zwischen - 90° und 90°, S>90°. 
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(erste Abthlg. §. 16), da s — {c = Ka + b + c) — t c = *(a + b); 
also, da cos\ Acos\B 4- sin\Asin\B = cos$(A — B) : 

cos\{A — B) = «nKa -f- b)^5 . 

Eben so: 

sin * C 

lAcos$B — sin \ A *m { B = — [*m s — *m (s — c)] 

sm c 

eoa\(A -h B) — ™*} (a + b) . 

£0£$ C 

sin \Aco8$B+ cos{A sin^B = [>tt(s - b) 4- «in(s - a)] - 



00$iC 

= -."»t 0 . si n{c. eosi - b) = ^iC-^Ua-b) 



«tra j(A H- B) = co*J(a — b) 



C08$G 
C08\C ' 

C08 } C 

in{Aco8iB— co8{ A*m}B= . 1 [sm(s-b)-«m(8 — a)] 



8tn c 

cos\C . 

*fai(A-B) = rt»|(a-b)^. 

Man hat also folgende Gleichungen : 

sin \ ( A + B) cos i c = cos $ (a — b) co* ± C , 
«m | ( A -f- C) cos $ b = cos \ (a — c) cos J B , 
sin \ (B 4- C) cos \ a = cos % (b — c) cos \ A , 
(A— B)*m$c = smj(a— b)co*J.C, 
«er» £ ( A — C) *m £ b = «n \ (a — c) 00* \ B , 
*m£ (B— C)*m} a = *m}(b— c) cöäJA 

Dienger, Trigonometrie. 15 



0) 
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Die Gaussischen Gleichungen. 



cos \ ( A 4- B ) cos \ c = cos £ (a 4- b) si n i C , 
cos | ( A 4- C) cos \ b = cos \ (a 4- c) sin i B , 
CO« \ (BH-C)tf0tf£a = <?ö*^(b4-c) «zn J A , 
coä $ (A — B) sin J c = £ (a 4- b) tt'n} C , 
cos $ ( A — C) *f n i b = «n J (a -H c) sin $ B , 
coä £ (B — C) *m * a = mn $ (b 4- c) nn { A. 

Durch Division zieht man hieraus: 

*sm cos\(vl — b) J . 



(9) 



^(A-B) = 



rfn? (a — b) 
»in{ (a 4- b) 



COtff{C 9 



(10) 



« / * ^\ sin 4 (a — c) J . _ 

. . sin A (b — c) t . . 

^ B - C > = rt.Kb + e) ^ A; 

, . , , co«4(A— C) . , . 
» <(, + t) = jA + C» tb - 

■ 

, x co^(B — C) , « 

. 4/ . . mYi±(A— B) _ . 
frU»-b) = ^ (A+]j ^ c, 

** (b - c) = 5i(B+C)* i '- 

Die wichtigen Formeln (9) hat Mollweide in der „monatlichen Korrespon- 
denz* 4 18. Band, S. 399 aufgestellt; sie werden jedoch gewöhnlich die Gaussi- 
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sehen Gleichungen genannt, da Gauss sie gleichzeitig in der Theoria motus 
corporum coelestium pag. 51 aufstellte. 

Die Gleichungen (10) pflegen die Nep ersehen Gleichungen genannt zu 
werden. Den oben mitgetheilten Beweis derselben scheint zuerst Matzka (Pro- 
fessor an der Universität Prag) gefunden zu haben. Man vergleiche desshalb die 
7. Auflage der Vega'schen Vorlesungen, zweiter Band, S. 245.. (Wien, 1835.) 

§. 10. 

Ableitnng einiger geometrischen Sätze aus den erhaltenen Gleichungen. 

Aus den Gleichungen (9) lassen sich nun zunächst einige 
wichtige Sätze ziehen. 

I. Aus 

sin KA — B) sin{ c = sin i (a — b) cos\ C , 

folgt, dass wenn A>B, also J (A — B) positiv ist, auch sin £ (a — b) 
positiv seyn rauss , da es dann sin \ (A — B) , sin \ c , cos \ C sind ; 
also ist alsdann auch a>b. Ist umgekehrt a>b, so rauss auch 
A>B seyn, da dann «m±(A — B) positiv seyn rauss.* 

Man schliesst hieraus , dass in einem sphärischen Dreiecke der 
grössern (kleinern) Seite auch der grössere (kleinere) Winkel 
entgegen steht und umgekehrt. Daraus folgt von selbst, dass wenn 
zwei Seiten einander gleich sind, auch die ihnen entgegen stehenden 
Winkel gleich seyn werden und umgekehrt. 

Für a = b folgt aber aus (10): 

* COSA 1 

undfürA = B: tya = -^^. 

* C08A 

II. Aus 

cos i ( A -f- B) cos $ c = cos K a + b ) i c 
folgt, da cos$c, sin^C immer positiv sind; J(a-r-b) und J(A-f-B) 
nicht über 180° hinausgehen, dass 



(11) 



• Es könnte allerdings *tn*(A-B) auch positiv seyn , wennA<B; nur 
müsste dann |(A-B) unter - 180°, also A - B unter - 360° liegen, was 
sicherlich nicht der Fall ist. 

15 * 
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wenn J(A4-B)<90°, also cos\(A-hB) positiv ist, auchcos$(a+b) 
positiv, also ± (a -f- b)< 90° seyn muss; 

wenn*(A-f-B)>90°, also cos^A+B) negativ ist, auch <?0*J(a+b) 
negativ, also £ (a ■+• b) > 90° seyn muss ; 

wenn {(A -h B = 90°, also cos \ (A 4- B) Null ist, auch cos$ (a-t-b) 
Null, also { (a + b) = 90° seyn muss. 

Daher schliesst man hieraus: 

Sind zwei Winkel zusammen kleiner, gleich, grösser als 180°, 
so sind die ihnen entgegen stehenden Seiten ganz in demselben Falle, 
und umgekehrt. 

§. 11- 

Das rechtwinklige und rechtseitige Dreieck. 

Wir haben im Vorstehenden keinerlei besondere Voraussetzung 
in Bezug auf die Grösse der Winkel oder Seiten gemacht; doch mag 
es hier von Interesse seyn , den Fall zu untersuchen , wenn Seiten 
oder Winkel = 90° sind. 



I. Sey A = 90°, so folgt nun: 

cossl = cosbcosc aus (1), cotgC=cotgcsinb f 
sin b = sin a sinB aus (3), cotgB = cotg b sin c , 

sin c=«'na sinC aus (3), 

tgb—tga.cosC 9 \ cosüLsinB—cosbcosC, 



aus (5) 



cosb sine = sin zcosB, f cosa.sinC=cosc cosBA 

tgc=tg*cosB> j aus W' cosbsinC=cosB t / aa8 W> 
cos c sin b = sin a cos C, / cos c sinB — cos C, 

1 = tg B tg C cos a aus (7). 

Aus den Gleichungen cotgB — cotgbsinc und cotgC = cotge 
sinb, folgt, weil sinb und sine positiv sind, dass wenn B<90° 
auch b < 90°; wenn B > 90° auch b > 90° und umgekehrt. Eben 
so verhalten sich C und c; man hat also: 

B^90° auch bg|90 0 , Cgg90° auch cg§90°. 

Diese Beziehungen folgen übrigens auch aus §.10. IstB<90°, 
so ist, da A = 90°, A + B < 180°, also a + b < 180°; da ferner 
B < A, so ist auch b<a, also muss nothwendig b<90°, da sonst, 



Digitized by Go 



Das rechtwinklige und rechtseitige Dreieck. t 229 



wegen a > b, a 4- b > 180° wäre. Ist B = 90°, so ist A -f- B 
= 180°, also a4-b = 180°, und da A = B, so ist auch a = b, also 
a = b = 90°; ist identisch B > 90°, so ist A-f-B>180°, also 
aH-b>180°, und daB>A, so ist auch b>a, mithin b>90°, 
da für b^ 90°, unda<b, a-f- b< 180° wäre. In derselben Weise 
findet man die Beziehung zwischen C und c. 

Aus der Gleichung cos a = cos b cos c folgt, dass a<90° seyn 
wird, wenn b und c beide <90° oder beide > 90° sind; a wird 
= 90° seyn, wenn b oder c es ist; endlich a> 90°, wenn eine der 
Seiten b und c grösser, die andere kleiner als 90° ist. 

II. Sey A = 90°, B = 90°. Nach §. 10 ist alsdann auch a— b, 
also da A + B = 180°, mithin auch a-f-b = 180°, ist a=b = 90°. 
Da ferner die Gleichungen in I immer noch gelten, wenn nur 
B = 90° gesetzt wird, so ist jetzt 

cos c = cos C , sin c — sin C , 
also c = C, wobei jedoch C (wie c) willkürlich bleibt. Man wird 
sich, wenn man diesen Fall durch Zeichnung darstellen will, leicht 
überzeugen , dass die Spitze C der so genannte Pol des durch AB 
gehenden grössten Kugelkreises ist, d. h. derjenige Punkt, der von 
letzterm Kreise nach allen Richtungen um 90° absteht. 

Von den Gleichungen in I sind keine beizubehalten, als 
die eben angegebenen, da für A = B = a = b = 90° alle andern 
identisch erfüllt sind. 

III. Ist A = B = C = 90°, so folgt aus II, dass auch a = b 
= c = 90° ist. 

IV. Sey a = 90°, so hat man: 

tgbtgccosA = — 1, \ cosb = — tgCcotgA t \ 

cosb = sinccosB, \ aus (1). cotgb = sinCcotgB, I 
cosc = sinbcosC. J cosc — —tgBcotgA,l 

sinB = sinbsinA i ) ,^ cotgc = sinBcotgC. ) 

^ ) aus (o). i . » t» • n \ 

*n»G = sincsmA. cosbsinA—cosBsmC,) 

cosbcosC=-sinccosA,) ,. s cosc sin A= cos LsinB,] 

\ aus ( 4 ) k 
cos B cos c = —sinb cos A y \ ' coaA= —cosBcosC, aus(7). 

Aus cosb = sine cos B, cos c = sin b cos C folgt wie in I, 
dass wenn 

bi 90° auch B||90 0 , c$90° auch Cj|90 0 
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und umgekehrt sey, welche Beziehungen übrigens auch aus §.10 
unmittelbar abgeleitet werden können. 

V. Sey a = b = 90°, so ist nach §.10 auch A = B = 90° und 
man hat den Fall II; dessgleichen III, wenn a = b = c = 90°. 

VI. Sey A = 90°, a = 90°. Aus (1) folgt jetzt: 

0=zC08bC08C t 

d. h. entweder cosh = 0, oder cosc = 0, mithin entweder b = 90°, 
oder c = 90°. Ist nun b = 90°, so ist nach Nr. 5 auch B=90° und 
C = c; ist c = 90°, so ist auch C = 90° und B — b. Also wird jetzt 
das Dreieck nothwendig zwei rechte Winkel haben, mithin der Fall 
II oder V eintreten. 



Zweiter Abschnitt. 
Auflösung der sphärischen Dreiecke. 

§. 12. 

Drei Seiten gegeben. 

In einem sphärischen Dreieck sind die drei Seiten a , b , c ge- 
geben; man soll die drei Winkel A, B, C desselben berechnen. 

(Diese Aufgabe ist offenbar identisch mit der: aus den bekann- 
ten Kantenwinkeln einer dreiseitigen Ecke die ihnen entgegen 
stehenden Flächenwinkel zu berechnen. Aehnliches gilt für die 
folgenden Fälle.) 

Die Rechnung wird nach den Formeln (2) in §. 6 zu führen 
seyn, worin die Werthe tg$A t tg\B, tg{C im Allgemeinen das 
sicherste Resultat geben. Wenn man jedoch will, so kann man 
ganz unmittelbar die Formeln (1) anwenden. Man hat 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A. 

Man bestimme nun den Winkel « so dass 

cosh cosc 

tga = : , cosh cosc = Sinzig cc, 

sin* * 

so ist 
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. cos a — cos b cos c cos a — sin atga 

COsA = r-T—. = r-r— ; ~ 

sinbsinc sinbsinc 

cos a cos a — sin a sin a co« (a 4- a) 
«/n b sin c . cos « ~ sin b «tn c cos a ' 

Eben so wenn 

C08HC08C cos&cosb 

tgß — r-r—, tyy — . : 

st nb sine 

cosB — -— . -, cos C = r-r • 

sm&stnccosß sm&sinbcosy 

Ist eine der gegebenen Seiten z. B. a = 90°, so hat man zur 
Bestimmung der Winkel nach §.11, IV: 

cosb „ C08C . 
cosB =— — , cosG = —r» cosA = — cotgbcolgc, 
stn c 5i» b 

oder dieselben Formeln wie vorhin. Wir wollen nun einige Bei- 
spiele berechnen. 

1) a = 72°14 / 26", b= 110° 18' 20", c = 48°50'42". 
s = Ka-hbH-c) = 115 0 41'44". 
s-a = 43°27'28", s -b = 5°23'24", s-c = 66°51'2" 

logsin(a-b) = 8-9728253 %sm(s~a) = 9*8374524 

logsinds—c) = 9*9635435 logsin(a-c) = 9*9635435 

Elogsina = 0*0452218 Elogsina = 0*0452218 

E%sm(s-a) = 01625476 E%sm(s-b) = 1 0271747 

191441382 20*8733924 

logtg$A = 9*5720691, Zo^^JB = 104366962, 

JA = 20°28'15 ; 8" }B = 69°54'17*8" 

A = 40°56'31*7" B= 139°48'35'6" 

%sm(s-a) = 9-8374524 
logsin(ß — b)= 8*9728253 
Elogsina = 0*04552218 
ElogsinQa - c) = 0 0364565 

18*8919560 

logtg\Q = 9*4459780 
iC = 15° 36' 6*7" 
' C = 31° 12' 13-5". 
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2) a = 90°, b = 133°0'18", c = 122°0'43" (§.11). 

logcosb = 9*8338239 (— ), logcosc^ 9*7243545 (— ), 

Elogsinc = 0-0716361 Elogsinb = 01359078 

logcosB = 9*9054600 (-) logcosC = 98602623 (— ). 

B = 143°33'0-7". C = 136°27'30". 

logcotgb = 99697319 (-) 
logcotgc = 97959906 ( — ) 
logcosA =9-7658225 (-) 
A = 125 0 40'0'9".* 

3) a = 90°, b = 90°, c = 87° 24' 36". 

s = J"(a + b + c) = 133*42' 18". 
s— a = 43 0 42'18", s-b = 43°42'18", s-c = 46°17'42". 

%«in(s — b) = 98394438 logain^—a) = 9*8394438 

logsin(s - c) = 9*8490823 (s - c) = 9*8590823 

Elogsins = 0*1409177 E%*ms = 0*1409177 

Elogsin{& - a) = 0*1 60556 2 Elogsinb - b) = 0*1605562 

20-0000000 20-0000000 

logtg\A= 10*0000000 logtg^B = 10*0000000 

*A = 45°, Jß = 45°. 

A = 90°. B = 90°. 

% sin (s -a) = 9-8394438 
% sin (s - b) = 9 8394438 
Elogsins — 0*1409177 
Elogsinjs — c)== Q-1409177 

19*9607230 

logtgiC = 9*9803616 
JC = 43°42'18" 
C = 87°24'36" (§.11, IH). 

Zur Uebang legen wir vor: 

la=47°45'39", b = 69°49'19", c = 80°17'36", 
|A=48°24'56", B=71°29'46", C=95°13'26". 
ja =120°55'35", b = 85°36'50", c = 59°55'10", 
|A=129°47'56", B=63°15'12", C=50°48'20". 



cos b cos c » , _ _ , 

* cof B = — — ,w#C=-7-r-; co* A = — co*B co« C = — cotgbeotgc. 
sine emo 
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Zur Kontrole der richtigen Rechnung wird man etwa die For- 
meln (9) in §. 9 oder auch (3) in §. 6 benützen können. 

§. 13. 

Drei Winkel gegeben. 

■ 

In einem sphärischen Dreiecke sind alle Winkel gegeben; man 
soll die drei Seiten berechnen. - 

Für diesen Fall dienen die Formeln (8) in §. 8. Ist einer der 
Winkel, z, B. A ein rechter, so kann man sich derselben Formeln 
oder der in §. 11, 1 aufgestellten bedienen. 

1) A=59°4'25", B = 94°23'10", C = 120°4'50". 
S = K A + B 4- C) = 1 36 0 46 ' 1 2*5" 
S-A = 77°41'47*6", S-B = 42°23'2*5", S-C=16°41'22*5". 

logcosS = 9*8624961 logcosS = 9*8624961 

log cos (S — A) = 9*3285622 log cos (S — B) = 9*8684348 



Elogcos(S - B) = 0*1315652 
Elogcos(ß - C) =0*0186913 

19*3413148 

logtgi& = 9*6706574 
Ja = 25°6'l*60" 
a = 50° 12' 3*2" 



Elogcos(ß - A) = 0*6714378 
E log cos (S - C) = 0 0186913 

20*4210600 

logtg\X> = 10*2105300 
b = 58° 22' 24*43" 
b= 116° 44' 48*9" 



log cos S = 9*8624961 
log cos (S — C) = 9*9813087 
Elogeos (S - A) = 0*6714378 
E log cos (S - B) = 01315652 

206468078 

logtg{c = 10*3234039 
Je = 64° 35' 50*18" 
c= 129° 11' 40*3". 

2) A = 90°, B = 63° 15' 12", C = 135° 33' 39". 

logcosB = 9*6532574 log cos C = 98536947 ( - ) 

E log sin C = 0*1548079 E log sin B = 00491 460_ 

log cos b = 9-8080653 log cos c = 9*9028407 ( - ) 

b = 50°0'5" c = 143°5'10-6 
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logcotgB — 9*7024034 
logcotgC ~ 10 0085027 (— ) 
logcos& = 97109061 (-) 

a= 120°55'34". 

Zur Uebung legen wir vor: 

|A=40°56 , 31-8 // , B= 139°48'35'4", C = 31 °12'13*5", 

ja =72° 14' 26", b = 110° 18' 20", c =48°50 / 42". 

IA=90°, B = 50°2'l", C = 92°8'23", 

ja = 91 °47'40", b = 50°0'0", c = 92°47'32". 

Auch hier könnte man durch Einführung von Hilfswinkelu die 
Aufgabe lösen. Man hat nämlich: 

cos A •+■ cos B cos C 

C08&= . . • 

sin B sin C 

man bestimme nun a aus 

cosBcosC 

so ist 

cos A H- sin A tg a cos (A — a) 

C082^ — 



sin BsinC ~ sin b sin Ccosa' 

Eben 60 wenn 

cos A cos C cosAcosB 

~ sinB ' 97 ~ sinC '' 

, cos(B — ß) cos(C — y) 

cosb= . . cosc— . . ' — . 

§• 14. 

Zwei Seiten und der von ihnen gebildete Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben zwei Seiten b, c 
nebst dem von ihnen gebildeten Winkel A; es sollen die übrigen 
Stücke gefunden werden. 

Aus den Formeln (10) in §.9: 
folgt ^ (B 4- C) und { (B — C), woraus dann B und C erhalten werden. 



Digitized by Google 



Zwei Seiten und der von ihnen gebildete Winkel gegeben. 235 

Die fehlende Seite a kann man ans einer der folgenden Formeln, 
die aus (9) und (10) sich ergeben, ableiten: 

. cosl(b — c) co8^(b + c) . 

CMia = .nKB + C) CM}A = ^HB + C)" niA ' 

" «Vi J fb — c) «Vi J (b ■+■ c) . 

«n$(B— C) * co*$(B— C) 

* t # i/k_L. x <M»t(B+0) . 1/k N «'nKB+C) 
W> = »* fr + c) ^ t (B^C) = »* (b '- c) ^(B-0) - 

Für b+c=180°ist auch (§. 10) B+C = 180°, KB+C) =90°, 
so dass man blos \ (B — C) zu berechnen hat (wobei b > c voraus- 
gesetzt wurde.) Für b = c ist auch B = C , also B H- C = 2 B, 
B-C = 0. Die erste Formel gibt in diesem Falle B. [§. 10, 
Formel (11)]. 

Ist A = 90°, so kann man immerhin in derselben Weise ver- 
fahren, oder auch die Formeln des §.11 anwenden : 

cos 2L=-~co8b cos c , cotg C = «Vi b cotg c , cotg B = «Vi c cotg b. 

Will man im allgemeinen Fall a unmittelbar erhalten, so hat 
man nach (1): 

cos a = cos b cos c 4- «Vi b «Vi c cos A. 
Man bestimme nun a durch die Gleichung 

tga = tgbcosA t sinbcosA — cosbtga, 

so ist 

cos a = cosb cos c 4- «Vi c cos btga = {cos qcosu-\~ sin c «Vi a) 

* cosa 

C08b €08 (c —«) 

cosa 

. Man kann noch eine zweite Hilfsformel zur Bestimmung von a 
in folgender Weise aufstellen : 

cos a, = cosb cos c H- «nb «Vi c cos A 

= cos b cosv H- «nb «Vi c (1 — 2 sin 'JA) 

= cos b cos c -h «Vib «Vi c — 2 «Vi b «Vi c «Vi 'JA 

= C08(b — c) — 2«Vib«Vic«Vi 2 JA. 

Also 

1 -2«Vi 2 Ja=l -2«n 2 Kb-c)-2«Vib«Vic«Vi 2 {A 
«Vi 2 $a = «Vi'J(b — c) 4- «Vib«Vic«Vi 2 5 A. 
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Man bestimme nun <p so, dass 

sin* A\ sinb sine . ,. •*«» . j,/. \. 2 

in q> = *. * r — , 8i n b sin c sm { A = sin J (b — c) tg 2 «p, 

«n|(b — c) * y 

so ist 

*m ' J a = sin ' J (b - c) [ 1 + ig >g> ] = ^ffi"* 0 , 

«'»Kb-c) 

«n« a = — 

1 COSdf) 

wenn tp zwischen 0 and 180° gewählt ist, in welchem Falle cosap 
und sin\(b — c) dasselbe Zeichen haben. Für b = c wäre einfach 
sin 2 \a. = sin' i b sin 2 $A; sin\*=zsinb sin\A 9 wie sich auch aus 

sin i a = ^"^ß^Q\ «w| A für b = c, also B = C findet. 

Auch die zwei Winkel B und C könnten vermittelst Hilfswinkel 
berechnet werden. Man hat nämlich nach (5): 

cotqbsinc — cos c cos A ~ cotaesinb — cosbcosA 

cotgB = — - r~- , cotgQ — — — . 

sin A * sinA 

Man bestimme nun ß und y (zwischen 0 und 180°) durch die 
Gleichungen : 

tgß = cosAtgb t tgy = cosAtgc, 

also 

cotgb = cosAcotgß, cotge = cosAcotgy, 
so erhält man 

cotgAsin(c — 8) M cotgAsin(b — y) 
= sinß — ' «** 0 = siny ~ ' 

b=140°7'56", c = 91°47'40", A= 129°ö7'59", alsoi(b + c) 
= 115°57'48", i(b-c)=24°10'8", iA = 64°58'66*5". 

%<?0*Kb-c=9'96O1579 %*2ni(b~c)=9'6121772 

logcotg\A= 9'6690051 logcotg\A — 96690051 

E log cos \ (b+c) =0'3587283( - ) E log sin {(b+c) ^Q-0462044 

%^KB + C)=9'9878913(-) logtg{(B-C)= 9*3273867 

KB + C) = 135 0 47'55'2" J(B-C)=11 0 59 / 51'5 
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lofftffi(b-c)= 9*6520192 
log*in\(ß + C)= 98433460 
E log8in\(ß — C) = Q'6822053 
logtgti*- 10*1775705 

Ja = 56 0 23'59'8" 
a= 112 0 47'59-6" 
i(B + C)- 135 0 47'552" 
i(B - C) = 11 0 59'51-5" 
durch Addition: B = 147°47'46*7" 
durch Subtraktion: C = 123° 48' 3-7". 

Zur Uebung mögen dienen: 

( b = 116°44'49", c = 129°ll'40", A=59°4'25", 
|ß = 94°23'10", C=120° 4'50", a = 50°12'4". 
jb = 129°57'59", c = 87°51'37", A=88°12'20", 
|B^130° 0' 0", C=87°12'28", a-90°. 
b = 50°0'0", c = 92°47'32", A = 90°, 
B=50°2'l", C = 92° 8'23", a = 91°47'40". 

§• 15. 

Eine Seite und die anliegenden Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben eine Seite a und 
die zwei an ihr liegenden Winkel B, C; man soll die übrigen Stücke 
berechnen. 

Aus §. 9 hat man, wenn B > C, 

hieraus erhält man {(b + c) , i ( b — c ) > als0 b und c; der Winkel A 
ergibt sich dann nach (9) in §.9; wenn man dort cos^A, sin$A 
oder tg\A bestimmt. 

Man kann den fehlenden Winkel A übrigens auch unmittelbar 
finden. 

Aus (7) folgt: 

cos A = — cosB cos C + 8inB*inCco8&; 
man bestimme nun den Winkel g> so dass 
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tg<p = tgBcosa,, sinBcosa,= cosBtg q> , 

so ist 

COSB 

cos A= - co8 BcosC +sin CcosBtgq>= (sin C sin (p—cosC cos <p) 

_ cos Boos (y - 4- C) 
cos qp 

Die Seiten b und c lassen sich ebenfalls in anderer Weise 
finden. Aus (5) folgt: 

cosa.cosC-hsinCcotgB cos a, cosB -h sinB cotgC 

eotffh = *z cot » c = ^ — > 

man bestimme also die Winkel a, ß derart, dass 

cotgB cotgC 
cosa, * r cosa, 

so ist 

cot 9 h= COt 0* €O3 (°- a \ cotac= COt ^ C08(B - fi K 
cosa * cosß 

Ist a = 90°, so hat man nach §. 11, IV: 

cotg b = sin C cotg B , cotg c = sinB cotg C , cos A = — cos B cos C. 

Für B = C ist auch b = c und also : 

woraus b (und also auch c) folgt. 

Da die Rechnung ganz der in §. 14 ähnlich ist, so mögen blos 
Beispiele zur Uebung vorgelegt werden. 

ja=120°55'35", B = 63°15'12", C=50°48'20", 
(A=129°47'56", b = 85°36'50", c = 59°55 / 10 // . 
ja= 90°, B=143°33', C = 136°27'30", 

|A=]25°40', b=133°0'18", c = 122°0'43". 

§. 16. 

Zwei Seiten und ein entgegen stehender Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten und ein Winkel 
gegeben, welch letzterer einer der gegebenen Seiten entgegensteht, 
also a, b, A; man soll die übrigen Stücke des Dreiecks daraus be- 
rechnen. 



Digitized by Go 



Zwei Seiten und ein entgegen stehender Winkel gegeben. 239 

Man hat zunächst nach (3): 

. ^ mnbsinA 
mnB= : . 

Aus dieser Formel ergeben sich zwei Werthe von B, wovon 
der eine zwischen 0 und 90°, der andere zwischen 90° und 180° 
liegt (vergl. erste Abthlg. §. 32). Wir müssen hiebei nun folgende 
drei Fälle unterscheiden : 

L a + b<180°, also auch A + B<180°. (§. 10.) 

/a<b, also auch A<B, mithin B spitz oder stumpf, 

1) A<90°' (zweideutig), 

' ^ ia = b, also auch A=B, mithin B< 90°, (unzweideutig), 
'a>b, „ „ A>B, „ B<90°, 

l a<b, also auch A<B, istunmögl., da sonst Ah-B> 180 °, 

2) A = 90°)a=b, „ „ A=B, „ „ „ „ A+B = 180°, 

(a>b, „ „ A>B, mithin B<90° (unzweideutig). 

!a<b,also auchA<B, istunmögl.,dasonstA+B>180°, 
a=b, „ „ A=B, „ „ „ „ A+B>180°, 
a>b, „ „ A>B, also B> 90° (unzweideutig). 

II. a 4- b = 180°, also auch A + B = 180°. 

/a<b, also auchA<B, also B nur stumpf, damit A-f-B 

1) A<90°( =180° (unzweideutig), 

ja = b, also auch A = B, ist unmögl., da sonst A+B < 1 80 °, 
(a>b, „ „ A>B, „ „ n „ A+B<180°, 

|a<b, also auch A<B, unmögl., da sonst A+B>180°, 

2) A = 90°|a=b, „ „ A=B, also B= 90° (unzweideutig), 

(a>b, n „ A>B, unmögl., da sonst A+B < 180°. 

( a<b, also auch A <B, unmöglich, dasonst A+B > 180 °, 

3) A > 90° a=b, „ „ A=B, „ , „ „ A+B>180°, 

(a>b, „ „ A>B, mithin B blos< 90° (unzweidtg.). 

III. a + b>180°, also auch A + B > 180°. 

( a< b, also auch A <B, also B >90 0 (unzweideutig) , 
l)A<90°]a=b, „ „ A=B, unmögl., da sonst A+B< 180°. 

a>b, „ „ A>B, „ w „ A+B<180°, 
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3) A > 90° 



2) A = 90° 



a < b, also auch A < B, B > 90 0 (unzweideutig) , 

a=b, „ „ A=B, unmögl., da sonst A-i-B=180 ft , 

a>b, „ „ A>B, „ , „ M A+B<i80°, 

a<b, „ „ A<B, B>90° (unzweideutig), 

a=b, „ „ A=B, B>90° „ 

a>b, „ „ A>B, B kann beide Werthe haben 



(zweideutig). 



Mithin hat man zweideutige Fälle nur, wenn zugleich: 
a + b<180°, A<90°, a<b; oder a + b> 180°, A>90°, a>b. 
In diesem Falle ist aber die Auflösung nothwendig zweifach. 

Aus 



folgt für A<90°, a<b, a-f- b<180°, nothwendig ein spitzer 
Winkel B, der grösser ist alsA, also ein stumpfer, kleiner als 
180° — A, mithin beträgt der stumpfe Winkel B mit dem Winkel 
A noch nicht 180°. 

Für A>90°, a>b, a-hb>180° folgt für B ein stumpfer 
Winkel, kleiner als A, also ein spitzer grösser als 180°— A, mithin 
beträgt der spitze Winkel B mit dem Winkel A mehr als 180°. 

Natürlich kann es sich ereignen , dass bei beliebig gewählten 
Angaben ein Dreieck unmöglich wird (vergl. erste Abthlg. §.32). 
Es wird dies geschehen, wenn sinB > 1 ausfallt 

Hat man B berechnet, so kennt man jetzt in dem Dreiecke: a, 
b, A, B und findet c, C aus den Formeln (10) des §. 9. Sind beide 
Werthe von B zulässig gewesen , so erhält man natürlich auch zwei 
Dreiecke zur Berechnung. 



Sey z. B. a = 37°48'20", b = 50°32'40", A = 40°36'50". 



Il24 0 55 / 12"6 // . 

Es gibt also in diesem Falle zwei Dreiecke , in denen a, b, A 
dieselben Werthe haben. 



8inb «wA 



logsinh = 98876835 
log sin A = 9'8135531 
E log sin a =0'2125511 
logsinB = 99137877 
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Für das erstere ist nun: 

J(b+a)=44 0 10'30",Kb-a)=6 0 22'10 // ,KB-A)=7°13 / 58-7", 

1(B+A)=47°50'48*7", 
%««}( b + a )=9*8431407 7cy*inJ(BH-A) =9*8700255 

logtg\(B— A)=9'1035098 logtg{(b-a.)= 9*0477731 

E%MV^(b--a) = 0*9549160 Elogsin j (B — A) =0*8999600 
C=9*9015665 %ty$c=9*8177586 
iC=51°26'l7*63" }c=33°18'59*8" 
C=102°52'35*1" . c=66°37'59*6" 

Für das zweite ist: 

J(b-f-a)=44°10'30", Kb-a)=6°22'10 // , ±(B- A)=42°9'l 1*3", 

KB + A)=82°46'1*3" 

logsin\(b+&) = 9*8431407 log cos {(B+A)= 9*1 000400 

logtg\(B-A) = 9*9567711 logtg\(X>+*) =9*9874915 

E logsin\ Q> ~ *) = 09549160 E log cos J(B— A) = 0*1299746 

logcotgiC= 10*7548278 %tyic=9'2175061 

JC=9°58'27" Jc=9°22'll-5" 
C=19°56'54" c = 18°44'23". 

§. 17. 

Zwei Winkel und eine entgegen stehende Seite gegeben. 

In einem sphärischen Dreieck sind gegeben eine Seite a, ein 
ihr anliegender Winkel B, und der ihr gegenüber stehende A; die - 
übrigen Stücke desselben zu bestimmen. 

Man hat 

. . sinsLsinB 
8tnb ==■ . : — . 
sinA 

Hieraus folgen wieder zwei Werthe von b, und man muss, wie 
in §. 16 folgende Fälle unterscheiden: 

1. A-t-B<180°, also auch aH-b<180°. (§. 10). 

■ 

iA<B, also auch a<b, mithin kann b beide Werthe haben 
(zweideutig), 
A=B, also auch a=b, mithin b< 90° (unzweideutig), 
A>B, „ n a>b, „ b<90° 

Dienjer, Trigonometrie. 16 
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A<B, also auch a<b, unmöglich, da sonst a+b> 180°, 

2) a=90°{ A=B, n n a=b, „ „ „ a-hb=180°, 
A>B, „ „ a>b,b<90° (unzweideutig). 

A<B, also auch a<b, unmöglich, da sonst a-l-b> 180°, 

3) a>90°{A=B, „ „ a=b, n „ „ a+b>180°, 
A>B, „ „ a>b,b< 90° (unzweideutig). 

n. A + B = 180°, also auch a 4- b = 180°. 
A<B, also auch a<b, alsob>90°, damit a+b=180° 

1) a<90°l (unzweideutig), 
\ a=B, also auch a=b, unmöglich, da sonst a-t-b<180°, 

A>B, „ „ a>b, „ „ „ a-hb<180°. 

A<B, „ „ a<b, „ „ „ a+b>180°, 

2) a=90°{A=B, „ „ a=b,b= 90° (unzweideutig), 
A>B, „ „ a>b, unmöglich, da sonst a-f-b< 180°, 

A<B, „ „ a<b, „ „ „ a+b>180°, 

3) a>90°{A=B, „„ a=b, „ „ „ a+b>180°, 
A>B, „ „ a>b,b< 90° (unzweideutig). 

m. A + B > 180°, a + b > 180°. 

A<B,alsoaucha<b,b>90°,dasonsta-f-bnicht>180° 

(unzweideutig) , 
A=B, also auch a=^b, unmöglich, da sonst aH-b< 180°, 
A>B, „ „ a>b, „ „ „ a+b<180°, 

A<B, also auch a<b, b>90° (unzweideutig), 

2) a=90°{A=B, „ „ a=b, unmöglich, da sonst a+b= 180°, 
A>B, „ „ a>b, Ä „ „ a+b<180°, 

A<B, „ „ a<b,b> 90° (unzweideutig), 

3) a>90°{A=B, „ „ a=b, b> 90° (unzweideutig), 
A>B, „ „ a>b, b kann beide Werthe haben (zwei- 

deutig). 

Zweideutige Fälle treten also nur dann ein, wenn gleichzeitig: 

A-t-B<180°, A<B, a<90°; A-hB> 180°, A>B, a>90°. 

Dass aber diese Fälle wirklich zweideutig sind, ergibt sich wie 
in §1.6. 



1) a<90* 
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* 

§.18. 

Rechtwinkliges Dreieck. 

Die in den §§. 12—17 behandelten Fälle umfassen die voll- 
ständige Auflösung der sphärischen Dreiecke. Wir haben das recht- 
winklige Dreieck keineswegs davon abgesondert, da dasselbe natür- 
lich unter die allgemeine Regel fallen muss, wobei wir freilich meistens 
diesen besondern Fall noch besonders erörtert haben. 

Will man die Fälle des rechtwinkligen Dreiecks speziell zu- 
sammengestellt sehen , so kann man sich folgende Tabelle machen : 

Sey A der rechte Winkel, also a die Hypo- 
thenuse, b, c, die Katheten, so hat man: ♦ 

1) Gegeben b, c d.h. die beiden Katheten. 
(Allgemein gelöst in §.14.) 

cos* = cosbcosc, cotgC = cotgcsinb, 

cotg B = cotg b sin c. 

2) Gegeben a und b, d. h. die Hypothenuse ~~ 'A 
und eine Kathete. (Gelöst in §. 16, wenn A=90°, wobei dann für 
a+b<180°, nothwendig a>b, B<90°seyn muss; fiir a-r-b=180 0 
nur a=b, B=90°; für a+b>180°, nur a<b, B>90°seyn kann.) 

cos a szti b 

cosc = — - , cos C — cotg a &7 b , «ViB= — — . 
cosb * J «na 

(B^90°, wenn b^90°, §. 11). 

3) Gegeben B, C d. h. die beiden andern Winkel. (Gelöst 
in §. 13). 

cos a = cotgB cotg C, cosc = -r^s» cosb — . . 

sin o sin (j 

4) Gegeben b , C , d. h. eine Kathete und der ihr anliegende 
Winkel. (Gelöst in §. 15.) 

cosB — cosb sin C, tgz — cotgc = COt ?^ . 

9 cosC * sinb 

5) Gegeben a, B, d. h. die Hypothenuse und einer der an ihr 
liegenden Winkel. (Allgemein gelöst in §. 17, wo A=90°. Für 
B < 90°, also A + B < 180°, also A > B , ist dort, wenn a < 90°, 
auch b < 90°; wenn a = 90°, b<90°; wenn a>90°, b<90°. Für 
B=90°, also A=B kann nur a=b=90° seyn. Für B > 90°, also 

16* 
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A+B>180°, and A<B, ist wenn a<90°, b>90°; wenn a=90 Ä , 
b>90°; wenn a>90°, b>90°). 

cotgC = tgBcosa,, tgc = tg*co8B, sinb = einzsinB. 
(b^90°, wennB^90°). 

6) Gegeben b, B d. h. eine Katbete nnd der ihr entgegen 
stehende Winkel. (Gelöst in §. 17, wenn man dort die Bachstaben, 
a, b und A, B vertauscht DadannA=90°, also wenn A+B< 180° 
seyn soll, B<90°, mithin B<A, so wird, wenn b<90°, a zwei 
Werthe haben nnd b aber nur <90° seyn dürfen; fürB=90°, also 
A+B=180°, B=A, kann nur b=a=90° seyn; für B >90°, also 
A+B > 180?, B> A, kann nur b>90° seyn, und a hat zwei Werthe). 

sin a = , co8C = tgbcotg a , tg — tga, cosB. 

a ist absolut zweideutig, ausser wenn b = B. 

§. 19. 

Allgemeine Beziehungen im sphärischen Dreieck, üehersicht der bisherigen 

Ergebnisse. 

I. Hat man ein wirkliches Dreieck vor sich, und will gewisse 
fehlende Stücke aus gewissen gemessenen berechnen , so wird dies 
natürlich nach dem Obigen keiner weitern Schwierigkeit unterliegen, 
und man wird auch von vorn herein versichert seyn, dass das so be- 
rechnete Dreieck wirklich bestehe. Denn die gemessenen Stücke 
sind — der Annahme nach — aus einem wirklichen Dreiecke ent- 
nommen und sind in genügender Zahl, um das Dreieck zu bestimmen; 
die berechneten Stücke sind aus Gleichungen gefunden worden, 
welche jedenfalls richtig sind, und denen die Stücke des vorhandenen 
Dreiecks genügen; man wird also natürlich nichts Anderes erhalten 
können, als eben diese wirklich bestehenden Stücke. 

Da man in den Anwendungen es begreiflicher Weise nur mit 
wirklich bestehenden sphärischen Dreiecken zu thun haben kann, 
so versteht sich ganz von selbst, dass man die in diesem Abschnitte 
aus einander gesetzten Auflösungsmethoden ohne weitere Bedenk- 
lichkeit wird gebrauchen dürfen. 

II. Wählt man jedoch die Angaben, nach denen gerechnet 
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werden soll, beliebig, so muss man natürlich auf die Fundamental- 
beziehangen achten, die wir früher aufgestellt haben. Sie sind: 

1) In jedem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten zusammen 
grösser als die dritte. (§. 2, I.) 

2) Die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks sind zusammen 
kleiner als 360°. ($.2, IV.) 

3) Jede Seite eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 180°. 

4) In jedem spärischen Dreiecke sind die dfei Winkel zusam- 
men grösser als 180°. (§. 2, V.) 

5) Dieselben drei Winkel sind aber zusammen kleiner als 640°. 
(§.2,m.) 

6) Die Differenz zwischen der Summe zweier Winkel und dem 
dritten Winkel liegt zwischen - 180° und 180°. (§. 2, V.) 

7) Jeder Winkel eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 180° 
(§.5,1). 

8) Dem grössern Winkel eines sphärischen Dreiecks steht die 
grössere Seite, und der grössern Seite der grössere Winkel ent- 
gegen (§. 10). 

9) Sind zwei Winkel eines spärischen Dreiecks zusammen 
grösser, oder gleich, oder kleiner als 180°, so ist die Summe der 
entgegen stehenden Seiten ebenfalls grösser, oder gleich, oder kleiner 
als 180°. (§. 10.) 

10) Ist die Summe zweier Seiten eines sphärischen Dreiecks 
grösser, oder gleich, oder kleiner als 180°, so ist die Summe der 
entgegen stehenden Winkel eben so beschaffen. (§. 10.) 

11) Sind Seiten (Winkel) einander gleich, so sind es auch die 
entgegen stehenden Winkel (Seiten). Ein gleichseitiges sphärisches 
Dreieck ist also auch ein gleichwinkliges und umgekehrt. (§. 10.) 

12) In einem rechtwinklig sphärischen Dreiecke werden jede 
Kathete und der ihr entgegen stehende Winkel zugleich grösser, 
oder gleich, oder kleiner als 90° seyn. (§. 11 , 1.) 

13) Hat ein sphärisches Dreieck zwei rechte Winkel, so sind 
auch die entgegen stehenden Seiten gleich 90°. (§. 11, II.) 

14) Hat ein sphärisches Dreieck eine Seite = 90°, so wird jede 
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andere Seite and der ihr entgegen stehende Winkel zugleich grösser, 
oder gleich, oder -kleiner als 90° seyn. (§. 11, IV.) 

III. Dies sind die Beziehungen, die man im Auge haben muss, 
wenn man Angaben machen will, die wirklichen Dreiecken entsprechen. 
Verletzt man aber diese Beziehungen nicht, so kann man frei 
wählen. Also : 

r 

a) wenn man die drei Seiten eines Dreiecks beliebig wählt, so 
jedoch, dass die Salze 1 — 3 nicht verletzt sind, so kann man daraus 

rig.öi. immer ein sphärisches Dreieck konstruiren, 
also auch berechnen. Seyen AOB, BOC, AOD 
drei Winkel, die den obigen Bedingungen ent- 
sprechen; man drehe nun BOC um OB, AOD 
um AO, so werden zwei Kegelflächen entstehen, 
die sich schneiden werden, so dass also die 
Durchschnittslinie die dritte Kante der zu bil- 
denden Ecke ist, wenn OB, OA die zwei andern 
C ~° sind. Allerdings schneiden sich die zwei Kegel- 

flachen zweimal, so dass zwei dreiseitige Ecken zu entstehen 
scheinen ; da dieselben aber gleiche Kantenwinkel haben, so haben 
sie auch gleiche Flächenwinkel (§. 12), und sind also nicht verschie- 
den, wenn sie gleich nicht zur Deckung gebracht werden können. 
Die Konstruktion der Ecke ist aber auch Konstruktion des Dreiecks. 

b) Wählt man die Winkel beliebig, aber so, dass die Sätze 4 — 6 
nicht verletzt sind, so kann man immer damit ein sphärisches Dreieck 
(körperliche Ecke) konstruiren. 

Sind A, B, 0 die drei Winkel; 180°-A, 180°-B, 180°-C 
ihre Ergänzungen zu 180°, so werden letztere drei als Seiten be- 
trachtet, den Sätzen 1—3 genügen (§. 2, DI, V). Man kann also 
mit ihnen als Seiten ein sphärisches Dreieck konstruiren ;f also gibt 
es ein sphärisches Dreieck, dessen Winkel A, B, Csind (§.2, II). 

c) Wählt man zwei Seiten so, dass der Satz 3 nicht verletzt 
ist, und einen Winkel so, dass der Satz 7 nicht verletzt ist, so kann 
man, wenn erstere zwei den letztern bilden sollen, damit immer ein 
Dreieck konstruiren. 

Der Nachweis dieses Satzes ist höchst einfach. Wären in 
obiger Figur BOA, BOC die gegebenen Seiten, so drehe man BOC 
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am BO, bis AOB and BOG mit einander den gegebenen Winkel 
machen; alsdann bildet OC in seiner neuen Lage die dritte Kante; 
AO, OB die beiden andern. 

d) Wählt man zwei Winkel so, dass Satz 7, und eine Seite so, 
dass Satz 3 nicht verletzt ist, so kann man damit, wenn erstere an 
letzterer anliegen sollen, immer ein sphärisches Dreieck bilden. 

Vermittelst des Satzes in §.2, II wird diese Behauptung 
aus c) gerechtfertigt. 

e) Wählt man zwei Seiten und einen Winkel, der der einen 
Seite entgegenstehen soll, ohne dass die Sätze 3, 7, 14 verletzt 
sind, so wird man damit höchstens zwei Dreiecke construiren 
können. 

Seyen in obiger Figur AOB, BOC die zwei Seiten, der an OA 
liegende, also BOC entgegen stehende Winkel gegeben. Durch OA 
lege man eine Ebene, die mit AOB den gegebenen Winkel mache; 
um OB beschreibe man, indem man BOC um OB dreht, eine Kegel- 
fläche, so wird dieselbe die fragliche, oberhalb der Papierebene 
(d.h. der Ebene BOA) befindliche Ebene entweder gar nicht schnei- 
den, oder in einer Geraden, oder in zwei Geraden, oder in einer 
Geraden berühren ; diese Geraden sind dann aber die dritte Kante. 
Also wird man etweder gar keine Ecke (sphärisches Dreieck), oder 
eine, oder zwei Ecken erhalten können. 

0 Wählt man zwei Winkel und eine Seite, die einem Winkel 
entgegen stehen soll, ohne* die Sätze 3, 7, 12 zu verletzen, so kann 
man damit höchstens zwei sphärische Dreiecke konstruiren. Die 
Rechtfertigung dieser Behauptung ergibt sich aus e) nach §. 2 , II. 

Es ist nicht schwer zu übersehen , dass diese Konstruktionen 
auch unmittelbar auf die oben aufgestellten Sätze 1 — 14 fuhren 
würden; wir wollen uns jedoch, da dies für uns weniger von Interesse 
ist, dabei nicht aufhalten, indem wir dem Leser überlassen, 6ichden 
konstruktiven Beweis jener Sätze aus Obigem abzuleiten. 
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Dritter Abschnitt. 
Berechnung der Flache des sphärischen Dreiecks. 

§. 20. 

L Wir haben seither den Halbmesser der Kugel nie beachtet, 
wie dies auch ganz in der Ordnung war, da die aufgestellten Be- 
ziehungen ja im Grunde doch nur Beziehungen zwischen Kanten- und 
Flächenwinkeln dreiseitiger körperlicher Ecken sind. Wenn wir 
aber von der Fläche eines sphärischen Dreiecks sprechen, so ist 
von vorn herein klar, dass es auf den Werth des Halbmessers hiebei 
wesentlich ankommt Wir werden unter Fläche des sphärischen 
Dreiecks nun denjenigen Theil der Kugelfläche verstehen, der von 
den drei Bögen , welche das Dreieck bilden , und von denen jeder 
kleiner ist als der halbe Umfang des grössten Kreises der Kugel, 
umschlossen ist. Um dieselbe aber berechnen zu können, müssen 
wir zuerst auf einen stereometrischen Satz zurückkommen. 

Es folgt ganz unmittelbar aus §. 12, dass wenn in zwei sphä- 
rischen Dreiecken die drei Seiten gegenseitig gleich sind , auch die 
diesen Seiten entgegen stehenden Winkel einander gleich seyn 
werden, so wie aus §. 13 der umgekehrte Satz sich ergibt. Die 
Gleichheit der Seiten (§. 1) zieht natürlich auch die Gleichheit der • 
Bögen, welche das Dreieck bilden, nach sich. Zwei sphärische 
Dreiecke nun, deren Seiten und Winkel gegenseitig gleich sind, 
.können eine solche Lage haben , dass sie einander decken können, 
oder auch nicht. Das Erstere ist leicht einzusehen; vom Letztern 
wird man sich die klarste Vorstellung machen, wenn man sich in die 
drei Eckpunkte eines sphärischen Dreiecks die drei Kugelhalbmesser 
gezogen denkt, diese dann rückwärts verlängert, bis sie die Kugel 
wieder treffen und durch die so erhaltenen Eckpunkte ein Dreieck 
legt. Das letztere hat mit dem erstem offenbar gleiche Seiten, 
wird aber mit demselben nicht zur Deckung gebracht werden können. 

II. Zwei sphärische Dreiecke auf derselben Kugel, welche sich 
decken, haben natürlich gleiche Fläche; aber auch zwei Dreiecke, 
die sich nicht decken, wenn nur die Seiten beider gleich sind, haben 
ehenfalls gleiche Fläche (wobei wir dieselben sogleich in die vorhin 
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angegebene Lage versetzt denken). Dieser letzte Satz wird in 
folgender Weise bewiesen werden können. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, OA, OB, OC die drei vom 
Kugelmittelpunkt 0 aus gezogenen Halbmesser, welche, rückwärts 
verlängert, die Kugel wieder in A', B', C treffen. Das Kugeldreieck 
A' B' C hat nun mit ABC gleiche Seiten, kann aber nicht mit ihm 
zur Deckung gebracht werden. Denken wir uns die Sehnen AB, 
AC, BC, so wie A'B', A'C, B'C gezogen, so wird auch 

Sehne AB = A'B', AC = A'C, BC = B'C 
seyn, also werden die zwei um die (Sehnen-) Dreiecke ABC, A'B'C 
gezogenen Kreise gleiche Halbmesser haben 
(erste Abth. §. 33). Diese Kreise liegen auf 
der Kugeloberfläche, indem sie nichts Anderes 
sind, als die Durchschnitte der Ebenen ABC, 
A'B'C mit der Kugelfläche. Die von den- 
selben umschlossenen Theile der Kugelfläche 
können aber, wie leicht ersichtlich, zur 
Deckung gebracht werden, sind folglich gleich 
gross. Zwischen den Bögen AB, AC, BC 
und dem um ABC beschriebenen kleinen 
Kreise der Kugel liegen zweieckige Flächen- 
stücke, welche mit den entsprechenden zwi- 
schen A'B', A'C, B'C und dem um A'B'C 
beschriebenen kleinen Kugelkreise liegenden zur Deckung gebracht 
werden können. So z. B. das zwischen AB und dem kleinen Kreis- 
bogen AB liegende, mit dem zwischen A'B' und dem kleinen Kreis- 
bogen A'B' liegenden. Zu dem Ende lege man nämlich A' auf B, 
B' auf A, also A'B' auf BA, was immer möglich ist, da AB = A'B'} 
alsdann wird der kleine Kreisbogen A'B' auf den kleinen Kreisbogen 
BA fallen , welche zwei ebenfalls gleich gross sind , so dass die 
Flächenstücke sich decken. Die genannten Flächenstücke sind also 
ihrem Inhalte nach gleich gross, und da die ganzen von den kleinen 
Kreisen umspannten Kugelstücke es auch sind, so ergibt sich ganz 
unmittelbar die Gleichheit der Flächeninhalte der Dreiecke ABC 
und A'B'C. * 




Zwei solche Dreiecke nennt man symmetrische Dreiecke. Die ebenen 
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III. Seyen ferner ABD, ACD zwei Halbkreise grösster Kugel- 

kreise, also A and D zwei Endpunkte 

n *' 68, desselben Durchmessers , so bildet die 

^~7^r~ Figur ABDCA ein sphärisches Zweieck, 

f / \ und dessen Fläche ist offenbar in der 

/ / Ye \ Kngelfläche so oft enthalten, als der 

/,'-'*''''/' " "j Winkel BAC in 360°. Bezeicnnet man 

* y^-d 1 ^ J den Winkel BAC mit A, und drückt ihn 

\ e \ j I in Graden aus, so hat man folglich, 

\\. / wenn r den Kugelhalbmesser bezeichnet: 

* . Zweieck ABDCA= 4 ^ A . 

IV. Sey nun ABC ein sphärisches Dreieck, dessen Seiten 
sämmtlich zu ganzen Kreisen verlängert seyen, so werden diese 
Kreise sich in den Punkten D, E und F nochmals durchschneiden. 
Die von BCFEB umspannte Halbkugel, auf der A liegt, enthält die 
Dreiecke ABC, AEF, ACF, ABE. Nun ist aber leicht zu sehen, 
dass die Dreiecke BCD und AEF gleiche Fläche haben , indem E 
in demselben Durchmesser mit C, F in demselben mitB, A in dem- 
selben mit D liegt, was nach dem Obigen die Gleicheit der Flächen 
bedingt Somit ist 

ABC + AEF = Zweieck ABDCA= . 

360 



Dreiecke ABC , A'B'C können zur Deckung gebracht werden , so dass A' auf A, 
B' auf B, C auf 0 za liegen kommt. Um dies za bewerkstelligen , lässt man das 
ebene Dreieck A'B'C zuerst eine halbe Cmdrehnng am eine auf seiner Ebene 
senkrechte Aze machen und bringt es dann parallel mit sich selbst auf ABG. 
Aisdaun aber wenden die sphärischen Dreiecke ihre erhabenen Seiten nach ver- 
schiedenen Bichtangen, können sich daher nicht decken. 

Es lftsst sich aber auch unmittelbar einsehen, dass diese sphärischen Dreiecke 
gleiche Fläche haben müssen. Man denke sich zu dem Ende die Fläche des 
Dreiecks ABC (des sphärischen) in lauter unendlich kleine dreiseitige Figuren ge- 
theilt, so wird man dieselben als eben ansehen dürfen. Durch die drei 
Eckpunkte eines solchen Dreiecks ziehe mau die Durchmesser, so bildet sich auf 
dem sphärischen Dreieck A'B'C' ein unendlich kleines Dreieck , das ebenfalls als 
eben darf angesehen werden, und das mit dem ersten (auf ABC) zur Deckung 
gebracht werden kann. Demnach bestehen die Dreiecke ABC, A'B'C aus gleichen 
Flächenelementen, sind mithin selbst gleich gross. 
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I 

Ferner 

ABC ■+• BAE = Zweieck CBEAC = 4 ' T ° 



360 ' 

ABC + ACF = Zweieck ABCFA = * 

und da 

ABC + AEF 4- ACF + ABE = 2 x 2 n , 
so hat man, wenn man obige drei Gleichungen addirt: 

o,T.n j i M+B + C a . , A;Y + B + C - 180\ 

2ABC = 4rir C— 36Ö 0 = 4r H 36Ö J 

, Df) . , ^A + B + C-18 0^ 

ABC = 4r *«C 72Ö )' 

d.h. die Fläche des Dreiecks ABC verhält sich zur Kugel- 
fläche, wie sich der Ueberschuss der drei Winkel des , 
Dreiecks über 180° verhält zu 720°. 

Diesen Ueberschuss pflegt man den sphärischen Exzess zu 
nennen und hat also, wenn er mit E bezeichnet wird: 

Flache des Dreiecks = = ^--^ = 180<6Q60 , 

je nachdem E in Graden, oder Minuten, oder Sekunden gegeben ist. 
Offenbar kann man kurzweg schreiben (erste Abthlg. §. 18): 

Fläche des Dreiecks = r'arcE. (12) 
Da man durch grösste Kreise ein jedes sphärische Vieleck in 
sphärische Dreiecke zerlegen kann, so ist 'es leicht, den Ausdruck, 
für die Fläche desselben zu finden. * 



* Ist s die Summe aller Winkel des Vielecks , n die Anzahl seiner Seiten, 
von denen aber keine die andere schneidet, so ist die Flache des Vielecks 



wenn s in Graden gegeben ist. 

Man hat hierauf einen Beweis des so genannten Eulerschen Satzes von den 
Polyedern gegründet. Sey nämlich ein solcher vorgelegt, der eine Anzahl E von 
Ecken , S von Seitenflachen , K von Kanten habe, so ist E H- S = K -f- 2. Denn 
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§. 21. 

Berechnung des sphärischen Exzesses. 

Wie aas der Formel (12) hervorgeht, handelt es sich, am die 
Fläche des Dreiecks bestimmen zu können, nm die Berechnung des 
sphärischen Exzesses. Wir wollen zu dem Ende einige Formeln 
aufstellen, welche dazu dienen können, E zu bestimmen. Gemäss 
§.2 schwankt übrigens E zwischen 0 und 360°. 

L Man hat 

A + B-f-C-180° = E, A + B + C = 180° + E, KA + B + C) 

= 90«+|. 

E E 
cos±(A -h B + C) = — sin — , sin J (A -f- B -f- C) = cos— . 

Daraus folgt unmittelbar: 
E 

sin— = — cos{(A -h B + C) = — cos\ (A + B) cos { C.+ 

sin \ ( A + B) sin \ C 

_ cos{(si + h)sin^Cco8iC ^ cosfa—b)sin\CcosiC * ^ 
cos\c cos Je S * ' 



man denke sich im Innern des Polyeders einen Punkt , von dem aus man in alle 
Ecken Gerade ziehe ; beschreibe dann nun denselben Punkt mit dem (beliebig 
grossen) Halbmesser r einer Kugel, an der die Geraden enden; verbinde endlich 
alle diese Endpunkte durch grösste Kreise, so erhält man auf der Kugel eine An- 
zahl Vielecke. Wir setzen voraus, dass die Seiten der Vielecke sich 
nicht durchkreuzen, dass vielmehr ein Vieleck unmittelbar sich an das andere 
anlegt, und nur von solchen Polyedern gilt unser Satz als bewiesen. Alsdann er- 
füllen alle Vielecke, der Anzahl nach S, die Kugel. Berechnet man nach obiger 
Formel die Flächen der einzelnen Vielecke, so ist ihre Summe = 4r*«. Die Summe 
aber ist auch 

= 4r *K 720 )' 

wo Q die Summe aller Winkel aller Vielecke ist, welche offenbar E . 360° beträgt ; 
D l + n, + ... ist die doppelte Anzahl aller Seiten (da jede zweimal gezählt ist), 
= 2K, so dass 



4r*rf = 4r«« ( E 360 ~ 2S) 18 °) , 4=2E-2K+2S, E+S=K+2. 
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= *"* C T* C [ C «}(a -VI- ««!(. + W] 
co«Jc 

«iniC co«JC ft . . . i . , fi 
= — - — -— *— . 2 am 4 a «n J b (erste Abthlg. §. 1 6) 
co«Jc 

«mC«wiJaco«Ja«mJb co«Jb 
co«Jcco«Jaco«Jb 

{8ina.A8inb.8inC , , , 1L xX 

= - — ; — — r; 7- (eben daselbst), 

co« J a co* J b cos J c 

d. h. nach §.6: 

.E , Vwnsmnfs - a)5in(s-b)«n(8-c) . oN 

«n- = ±- : — : . (io; 

2 2 co«Jaco«Jbco«Jc 

Ferner 

co8^ = 8inl(A+B+C) = 8inl(A+B)cos$C+co8\(A+B)8in{C 
2 

co«J(a--b)co« 2 JC ^ co«J(a + b)«m a JC ,~ 

_ €08 { (a- b) . «in s . «zn (s - c)+co« J (a-t-b) . sin (s- a) «fa (s- b) x~ ^ 

co« Je. «zn a «2» b 

co« J (a — b) [j co«c — J co« (2 s — c)] 4- co« { (a 4- b) [f co«(a — b) 

C0Ä§c«ma«2*nb 
— J co« (2 s — a — b)] [erste Abthlg. §. 16, Formeln (24)] 
co« J (a — b) co« c — co« J (a — b) co« (a 4- b) + co« J (a 4- b). 
co« (a — b) — co« J (a 4- b) co« c 



2 co« Jc«2na«wb 

tco«c[co«J(a— b)— co«J(a+ b)]— co«J(a— b)[2co«*J(a4-b)-l] 

_ |+co«J(a + b ) [2co« 2 J ( a--b)- l] , [erste Abthlg. §.16(23) ] 

2co«Jc«wia«2*nb 

co«c«enJa«2nJb — 2co« \ (a — b) co« J (a 4- b) [co«J(a4-b) 



P 



| — co« J (a — b)] -I- co« \ (a — b) — co« \ (a 4- b) 



2co«Jc«ma«mb 

2 co« c«mja«in Jb 4- [co« a 4- co«b] . 2«m Ja«m Jb 4- 2sin j a«m Jb 
2co«Jc.2«mJac0«Ja.2«mJbco«Jb 

cosc 4- co«a 4- co«b 4- 1 



4co«Jcco«Jaco«Jb ' 
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oder wenn man cosc = 2cos 7 {c — 1 o. 8. w. setzt: 

E _ C08SL + COsb + COS C H-l _ CO8 t i*-hC08 2 !ib-hC08 7 l i C— 1 ( . 

°*2~ 4<w;aa>sJbC0*$c ~ 2 acoajbcwic 

Nach §.16 der ersten Abtheilong ist, wenn man die Formeln 
(13) und (14) beachtet: 

l-cos- 

tglft— ? „ 2C08{tiC08\bC08\C — C08 % \* — co**}b-coj*jc+l 

«zw- ysmssin(& — a) *m(s — b)#m(s — c) 

2 

_ (1 — co« l $a) (1 — co5 2 ^b) — (V^acosjb — cos{c) 2 
V^fis *m (8 — a) sin (s — b) «ms — c) 

_ rin*jaMn'}b — (cö« Jaco^Jb — co«}c) 2 
Ysin 8 *m (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

_ \sin\z.sin\\) ■+■ cosfacos^b — goa je] [am jaamjb — cos j a cos \ b 

y- 

V *«n s sin (s — a) «Vi (s — b) sin (s — c) 

-h<w|c], [daM 2 -N 2 = (M + N)(M~N)] 

[<?oa j (a — b) — coa j c] [<?o* $ c — co s \ (a H- b)] 
~ Vrf«s«»(s-a)«»(s-b)«»s-c) 

_ , d<^^(^).« <fa (^^.^(^-^ 

V*s'»s ~ a) (s — b)*m(s — c) 

. ^s — b\ . ^s — a\ . s . /s— c\ 
Wn V^> W l~2~> W 2 8171 K~) 



= 4 



VWn s sin (s — a) *m (s — b) sin (s — c) 



• 2 8 • 2 S — a • lS— b . ,8 — C 

sin —.sin — - — .sin — — . sin — — 

£i £i *!t £i 

, , .8 s . s— a 8— a . 8— b 8— b . s— c s-c 
1 b sin jr cos - . sin -e- cos -r- . «n — - cos — . «w — co* -r- 
Z z 2 Z 2 z 2 2 



d. h. 



«t^ lA s , s — a , 8 — s — c „ x 

^JE=V ^2^T"^"T~^~2"- (15) 
IL Man hat ferner: 
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_ gQ * K a — b ) } C -4- K a + b ) i c (§ 9) 
~ ^«J.(a + b)-cö5i(a — b)^lCco^lC VS * 
cos\(z, — b ) cofojC-r-co*K a + b )ty*C 
co*J(a — b) — coäJ (a -+- b) 

_ cog* (a— b)co* 2 3C + go*K a + b )**' n H c 
— Ii b 

2 sin {Gco8\G.sin—. sin — 

C08\(sL—b)-\-[C08\(&-\-b) — €08i(A — b)']8in' l \C 

■ = ■ *°*T*4 

a b 

cos£(a — b) -2«mY««2«« , |C 



• n • a • b 

Z '2 



. _ . a . b sin C . « . a b 
*m C sin ^ sin - sinQsin-sin- 



Da auch » 

a , b 

cotg—cotg— 

€08\(ai — b) _ cogjaco*j b +gm$agw|b _ *2 /2 1 

. ^ . a . b ~ . a . b «nC. mC 

«n C - sm - sin C sin - sin - 

■ 

und 

1 r 1 "4 cosC 

^ 0= ö = co = = C 

2sin—cos- cos-^ 2 sin- cos - 

so hat man 

,E oM(a-b) #ip , . - ,. fi , 

"*¥ = . ' a . b ~ * 1 ° = «mC + C ° t9 °- (16) 
mnCsin-sin-^ 

III. Da endlich 
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Auflösung einiger Aufgaben. 



A4-B + C = 180 0 +E, A=180°-t-E-(B + C), 



so hat man 



cosA = cos (180°+ E — (B -f- C)] , 



also (§. 15): 

*>*[180°-f-E-(B-f-C)] 



cosBco8 ((p-\-C) 

C08(p 



(17) 



wenn 



tgq> = tgBcosa 



ist Da 180°-f-E— (B-f-C) zwischen 0 und 180° liegt, so bestimmt 
(17) diesen Winkel. Uebrigens kann man auch schreiben: 



und es liegt B ■+> C — E zwischen 0 und 180°. 

Die Formeln (13), (14), (15) geben E aus den drei Seiten, 
und zwar (15) ganz unzweifelhaft, da JE zwischen 0 und 90° liegt; 
die (14) dessgleichen , da \ E zwischen 0 und 180° liegt; die 
Formel (13) kann jedoch zwei Werthe von \ E geben, und wenn man 
sie anwenden will, muss man vorher wissen, ob IE zwischen 0 und 

■ 

E 

90°, oder zwischen 90° und 180° liegt. Die Formel (16) gibt - 

unzweifelhaft aus zwei Seiten und dem von ihnen gebildeten Winkel, 
während (17') E ebenfalls genau aus einer Seite und den zwei an- 
liegenden Winkeln gibt. 



Wir wollen hier noch einige Aufgaben beifügen, deren Lösung 
sich aus dem Vorstehenden unmittelbar ergibt. 

I. Man kennt die Fläche F eines sphärischen Dreiecks, so wie 
zwei seiner Winkel, das Dreieck soll bestimmt werden. 

Sind B und C die gegebenen Winkel , r der Halbmesser der 
Kugel, A der dritte Winkel und E der sphärische Exzess, so ist 



A + B + C = 180°4-E, E = A-f-B-f-C-180°, 
also nach (12) in §.20: 



co*(B4-C — E) = 



cosBcos (<p-t-C) 



(17') 



§• 22. 



Auflösung einiger Aufgaben. 




woraus in Sekunden: 
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A = 180.-(B + C)^!«^V 

wenn anch 180°— (B 4- C) in Sekunden gegeben wird. Jetzt kennt 
man A nnd kann nach §.13 das Dreieck bestimmen. 

II. Man kennt die Fläche F nebst zwei Seiten a, b; das Dreieck 
soll bestimmt werden. 

Nach (12) ist 

F 

arcE = — 2 , 
r 

woraus £ folgt. In (16) hat man nun: 

a , b 
E cotg- cotg - 

COt *2= einC +COt9C > 

woraus 

sin C cotg - — cos C = cotg | cotg - , 

sin Vco8-— cos C sin - = cotg-cotg- sin - , 

. E. a b . E 

stn(V ^2 cotg -cotg -sin-, 

E 

Da nun ^< 180°, so ist die zweite Seite dieser Gleichung 
E 

positiv und also C — « positiv und kleiner als 180°. Im Allge- 

E 

meinen sind zwei Werthe vonC— — möglich, wovon der eine unter 

z 

90°, der andere über 90° ist. Fällt dabei C noch unter 180° aus, 
so sind beide Werthe zulässig. 

HL Man soll ein sphärisches Dreieck ABC durch einen Bogen 
vom Punkte A aus halbiren. 

Sey D der Punkt, in welchem der halbirende Bogen die Seite 
BC trifft; in dem Dreiecke ABD kennt man nun die Seite AB = c, 
den WinkelB und die Fläche F= der halben Fläche des Dreiecks ABC. 

Ist also E der sphärische Exzess dieses Dreiecks, berechnet 

F 

aus der Gleichung arcE = -^y, so hat man nach (16): 

Dienger, Trigonometrie. 17 
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Vergleichung sphärischer Dreiecke ron kleinen Seiten 



E cotg-cotg\m 
cotg- — \rCOtgh % 



^-cotgB *m(B-|)fc| 



cotg\BT> = «nB = 



c . E 

cozg- sin- 

wodurch \ BD also auch BD (in Winkelmaass) gefanden wird. 



Vierter Abschnitt. 

Vergleichung der sphärischen Dreiecke, deren Seiten 
klein sind im Verhältniss zum Halbmesser der Kugel, 

mit ebenen Dreiecken, 

§. 23. 

Wir wollen annehmen, die Grössen a, b, c bedeuten die Längen 
der Bögen BC, AC, AB, und es sey r der Halb- 
messer der Kugel, den wir so gross annehmen, 

a b c 

dass die Quotienten -, -, — klein genug seyen, 

um ihre sechsten und höhern Potenzen vernach- 
lässigen zu können (wobei wir also alle diejenigen 
Grössen weglassen, die r 6 im Nenner haben, 
während der Zähler aus a, b, c besteht). Seyen 
ferner A, B, C die Winkel des sphärischen Dreiecks; A', B', C die 
Winkel eines ebenen Dreiecks, dessen Seiten gleich a, b, c seyen; F 
die Fläche dieses ebenen Dreiecks. 

Unter den gemachten Voraussetzungen hat man nach §. 20 
der ersten Abtheilung in dem Ausdruck (§. 6, II) 

sin C — ^V**" 8 ** n ( s ~~ a ) ** n ( ß ~~ °) w ' n ( 8 — c ) 

«ina «mb 

zu setzen : 
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und erhält: 



stnC = 2 




s — c 



['-K^)'^(^y] 

7 [' - ? (t)'" 1 " 55 CO'] 7 [ x - ? (t)' + 55 (t)'] 

Multiplizirt man und lässt Alles weg, was r • in den Nenner er- 
hält, so hat; man hieraus: 

c . r _ 2 Vs (s - a) (s - b) (s-~cj 

ab 

1 f\ s > -f-(s-a) > +(8-b) , H-(s- c) > s 4 + (»-^)M : (g-b)« + (8-^j"* 
, 1/ 6r» + " 120r« 

V s > (g-a) , -f-s > ( S .b) > +s > (8.c) > -K 8-a) > (s-b) > H-(8-a) , (s-c) > +(g-b) > (s-c) > 

+ 36r 4 

_ a'-4-b» a 4 + b 4 a'b* 
6r* 120r* + 36r* 



, i« + ( g - »)» + (■-• b)»-f-(i- c)» 8*-i-(s-a)«-H8-b) 4 + (s-c)* 
6r» + 120r* 



V' 

Y _ s > (s-a) 8 H-8 , (8-b) , •^-s'(s.c) > H-(s-a ) , (8-b ) , + (8.a) , (s ■c ) , -^(8-b) , (s■c) , 

+ S6r 4 

2F 

~ ab ' a'H-b» a 4 +b 4 a'b' 

6r' 120r' "*"36r 4 

(erste Abthlg. §.33, 1). Nun ist im Allgemeinen: 



* Man findet dieses in folgender Weise. Sey 

17* 
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demnach ist der obige Zähler mit dem Quadratwurzelzeichen gleich: 

. s 2 -t- (8-a)*-f-(8~-b)'-Ks-e)* 
1 12r 2 

8* + (8-a) t + (s-b) t +(8~c) 4 
240 r* 

L 8 2 (s-a) 2 + s 2 (8-b) 2 + s 2 (s— c) 2 +(s-a) 2 (8-b) 2 
. j-Ks-a) 2 (s-c) 2 -f-(s-b) 2 (s— c) 2 



J 



72 r* 

s 4 -f-(8-a) 4 -f-(8-b)*+(8-c)*+28 , (8-a) 2 -r-28 ? (s-b) ? 

-f- 2s 2 (s-c) »+2(s-a) 2 (s-b) 2 +2 (s-a) 2 (s-c) 2 +2 (s-b) 2 (s-c) » 

288 r 4 

s * + (s - a) 2 + ( s - b) 2 + ( s - c) 2 



12r 2 

s 4 -f-(8— a) 4 +(8-b) 4 + (8-c) 4 -f-10[8 2 (8-a) 2 -r-8 2 (8-b) 2 

+8 2 (8-c) 2 4-(8-a) 2 ( s-b) 2 -K s-a) 2 (8-c) 2 -K8-b) 2 (8-c)*J 

1440r 4 

_ s 2 -Ks-a) 2 -Ms-b) 2 + (s-c) 2 

12r 2 

4[s 2 +(8-a) 2 +(8-b) 2 +(8-c) 2 ] 2 -r-8[8 2 (8-a) 2 +8 2 (8-b) 2 

l+8 2 (8~c) 2 +(8-a) 2 (8-b) 2 -K8-a) 2 (8-c) 2 -f-(8-b) 2 s-c) > J 
+ 1440 r 4 

* 

Nun ist 

s = J(aH-b-+-c), s — a = K~a + b + c), s — b = }(a* L -b-f-c), 

s — c =}(a + b — c); 

hieraus folgt: 

s 2 + (s - a) 2 4- (s - b) 2 + (s - c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 . 



so hat man, wenn man qnadrirt, nnd obige Einschränkung beachtet, d. h. alle 
Grössen, die r 6 in den Nenner erhalten, wegl&sst: 

aß 2x 2y x* 

1-71+^=1+^+71+^. 

ix] itlun « 

2x = -o, 2yH-x» = 0, 

x=-J«, 2y = ß-x' = ß-\a\ y = $^-|a«, 
welches die im Texte angegebenen Werthe sind. 



Digitized by Google 



mit ebenen Dreiecken, welche dieselben Seiten haben. 261 

Ferner nach §. 27, II der ersten Abtheilung : 

A' B' C 

s(s— a) — bccoa 2 — -, s(s— b)=ac*>* 2 — , s(s — c) = abco* 5 — , 

z z z 

C B' 
(s — a) (s — b) = ab«n 2 -r-, (s — a) (s — c) = ac*m 2 — , 

A' 

(s — b) (8 — c) = bcsm 2 -^; 

hieraus : 

8 , (s-a) , 4-8 , (8~b) 2 +s 2 (8-c) , 4-(s-a) J (8-b) , -f-(8-a) , X 
(s - c) 2 + (s - b) 2 (s - c) 2 = bV[>w 4 y + «n 4 ^'] + 

a V ^ + + a 2 b 2 [co8*% + sin^l 

Nun ist (erste Abthlg. §. 16, 1): 

■ A' , . -A' /I + cmA^ 1 , /l— <wAV 1+0m'A' 
^ 2 +WW 2 =(— 2— J + C— 2— J = — 2— ; 

mithin letztere Grösse gleich 

b 2 c 2 a 2 c* a 2 b 2 b 2 c WA' + a 2 c 2 coa 2 B'-f- a 2 b*<?og 2 C' 
2 2 + 2 .2 

,a 2 b 2 -ha 2 c 2 + b 2 c 2 
2 

/ b 2 +c 2 -a* \ 2 / a 2 H-c*-b 2 \ 2 f a 2 +b*-c 2 \ 2 

+ V 2 ^ 2 ^ 2 ^ (i. m s. 27, d 

z 

_ 4(a 2 b 2 +a a c 2 -r-b 2 c 2 )+3(a t +b t +c*)-2(a 2 b 2 -f-a 2 c 2 +b 2 c 2 ) 
~~ 8 

_ 2(a 2 b 2 + a 2 c 2 + b 2 c 2 ) + 3(a 4 + b 4 + c 4 ) 
~~ 8 

Die durch 1440r 4 dividirte Grösse ist also : 
(a 2 +b , + c 2 ) 2 -4-2(a 2 b 2 H-a 2 c 2 + b 2 c 2 ) + 3(a 4 4-b 4 H-c 4 ) 
= 4[a 4 -f-b 4 + c 4 + a 2 b 2 + a 2 c 2 + b 2 c 2 J, 
mithin endlich: 

I a 2 -J-bM-c* a 4 +b 4 -r-c 4 -f-a 2 b 2 -f-a 2 c 2 4-bV t 
12r 2 360r 4 
a 2 +b 2 a 4 -f-b 4 a 2 b 2 
6r 2 + 120r 4 + 36r 4 
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Dividirt man mit dem Nenner noch in den Zähler and vernach- 
lässigt wie oben, so erhält man: 

. „ 2F ri a'+b 2 -c 2 S^+b^+^+aV-^aV+bV).,* 
mC= _[! + __+ ] 

als Endwerth von sinC. 

Nun ißt (erste Abthlg. §. 33, 1): 

2F 

= «mC, 

ab 

also hat man 

ab\ 12r* 



3(a 4 H-b 4 )-f-c 4 -f-a 2 b 2 -4(a 2 c 2 -f-b»c 2 ) 

360 r 4 



. „ . ™ 2F/a 2 +b 2 -c* 3(a*+b 4 )+c*+a 2 b*-4(a 8 c ? +b 2 c , )X 
wnC - wnC= Ibl~12?~ + 360? > 

Daraus ergibt sich, dass C und C nicht viel verschieden sind.** 



• Die Division von 1 - jt+^i durch 1- ^r + pf gibt: 1 + ^-^ 
r* 

a'-T-b' + c 1 _ a 4 -+b 4 -r-c 4 4-a , b»H-a , c > H-b'c' , _ a'-f~b» 
a ~ 12 ' P~ 360 ' * ~ 6 

a 4 -4-b 4 a'b* 
* ~ 120 + 36 ; 
setzt man diese Werthe ein, so ist 

~ 12 ' ( )_ 72 ' 

c 4 -^(a^b^-Oa'b»-^'^^^ 

ß *~ 360 

5(a 4 -r-2a'b*-hb 4 ) — 5(a , c , -t-b*c , ) + c* — 2(a 4 4-b 4 ) 

-Sa'^-ha^c' + b'c* 
*'(«'-«) + ß-ß'= 360 

3(a 4 + b«)H-c*H -a* b ' — 4(a'c»H- b'c») 

360 

** Ans dor angefahren Gleichheit von sin C nnd sin C folgt allerdings nur, dass 
entweder C = C oder C H- C = 180° ; da man aber aus den Werthen von t\n\ C 
nnd sin \ C in §. 6 nnd §.27, II der ersten Abtheilung ebenfalls schliesst, dass unge- 
fähr sin J C = sin { C, so ist die oben angegebene Schlussweise gerechtfertigt, die 
übrigens einer Beanstandung kaum unterliegen 
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Man wird also C — C als nur wenig Sekunden (in der Regel) be- 
tragend ansehen. Wir setzen demnach 

C = C' + x, arcx = f, + f 4 , 

r r 

wo u und y zwei unbekannte Grössen sind. Diese Annahme ist 
nach dem Obigen gerechtfertigt, und wird sich nochmals durch das 
Endresultat rechtfertigen. Es folgt hieraus : 

u a u* 
arc 2 x = -4, arö*x = 0, cosx = 1 ~{arc l x...~ 1 — }— 4 , 

r r ^ 

sinx = arcx — Jonrx... = p-f- p , 

wenn man, wie immer, die Grössen mit r fl im Nenner weglässt. 
Mithin 

u* 

sinC = «n(C + x) = «nC'<?0*x + ctfaC'wnx — «nC [1 — $ -J 

COfiC '(p + p), 



+ 
d. h. 



«fiC-«tnC'=— jp«mC'+co»C'(p+p) 

2F / a 2 +b 2 -c* 3(a* + b 4 ) + c*-ha 2 b 2 -4(aV-J- b *c 2 )\ 
"abV 12r 2 + 360r* ) . 

und also zur Bestimmung von u, v (wenn man die Grössen beider- 
seits gleichsetzt, die dieselbe Potenz von r im Nenner haben): 

n/ 2F a 2 -f-b l — c 2 u 2 . ni 
ab 12 2 

_2F 3(a'H-b 4 ) + c 4 + aV-4(aV + bV) ' 
""ab* 360 

d. h. da a*4-b 2 — c 2 = 2abco«C / , also 

2F a 2 -H> 8 ~c 2 _ Fgo*C' 
ab* 12 ~ 3 * 

F F 2 

vco*C'-H 3(^+b > )+c , +a 'b '-4(a'c'+b'c ') F» 
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d. h. 

v ^ C - wnC '(- " 360 > 

Aber 

F 2 = ^(a + b + c) (a + b— c) (a-b + c) (-a + b-f-c) 
= -^(2a 2 b 2 + 2aV + 2b 2 c 2 -a 4 -b 4 -c 4 ), 

also 

™ ■ nj /^(a Ä + b 4 )-c* + 14aV-6(aV + bV\ 
\co8\j '= wnC'^ 1 44Ö" y 

. (a' + b'-c'KTa' + rb' + c*) 
= «»C H4Ö 

_ 2 ab cos C gm C (7 a* + 7 b 2 + c 2 ) 
~ 1440 

2abMwC'(7a 2 + 7b 2 + c 2 ) _ 4F(7a 2 + 7b 2 -f-c 2 ) 
v ~~" 1440 ~~ 1440 

_ F(7a 2 -h7b 2 -hc 2 ) 
~ 360 

Demnach 

_F^ F(7a > -h7b 2 -f- c > ) 
arcx -3r 2+ 360 r 4 ' 

. . 180.60,60 , . . c , . 

also wenn wieder = 0, so hat man in Sekunden: 

c r'- Fg n 7a 8 + 7b 8 + c 2 
C "°~3"? [1+ 12Ö? ] ' 

cL h. man hat folgendes Gleichungssystem: 

a_a/-_Z. „ ■ 7b 8 + 7c g + a 2 1 
A ""3r 8?L1+ 120?^ - 1, 

n w F n ■ 7a g + 7c 2 + b > 1 . 
B "" B = 37 p[1 + 12Ö7 - ] ' > (18) 

n m F „ ■ T a , + 7b > + c 2 1 

Addirt man diese Gleichungen, beachtet dass A' +B' 4- C = 1 80 °, 
A + B + C = 180° + E (§. 20) , so hat man in Sekunden : 
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Würde man schon die mit r 4 dividirten Glieder vernachlässigen, 
so hätte man: 

E = ^o, A = A'-ME,B = B' + 4E, C = C'-ME, ) 

r > (20) 

A' = A-|E, B' = B-JE, C^C-JE, ] 

d. h. anter dieser Voraussetzung wird das sphärische Dreieck 
wie ein ebenes angesehen, also auch berechnet werden 
können, wenn man zuerst jeden Winkel des sphärischen 
Dreiecks um den dritten Theil des sphärischen Exzesses 
vermindert. * Dieser Satz rührt von Legendr e her und trägt 
seinen Namen. 

Ist F 4 die Fläche des sphärischen Dreiecks, so ist nach §. 20 
F 4 =r a arcE, also 

a « 4. b 2 _i_ c 8 

F,=F(l+ a+ 2 °+ C ) , (21) 
welche Formel denselben Grad der Genauigkeit bat, wie (20). 

§• 24. 

Benützung des Legen dreschen Satzes. 

L Der in den Formeln (20) ausgesprochene Legen dresche 
Satz ist von der grössten Wichtigkeit für die Anwendungen. Er 
zeigt nämlich, wie man, statt ein sphärisches Dreieck zu berechnen, 
ein ebenes berechnen kann. Da in der Regel letztere Rechnung weit 
kürzer ist, so ist dadurch natürlich eine grosse Erleichterung für 
den Rechner erzielt 

Wir wollen nun die einzelnen Fälle, wie sie vorkommen können, 
betrachten, und dabei sogleich annehmen, dass a, b, c oder die 



* Genau gesprochen, heisst der Satz so: Wenn ein sphärisches Dreieck, 
dessen Seiten klein sind im Verhaltniss zum Halbmesser der Kugel , mit einem 
ebenen Dreiecke gleich lange Seiten hat, so sind die Winkel des ersten gleich den 
entsprechenden des zweiten, wenn jeder der letztem um den dritten Theil des 
sphärischen Exzesses vermehrt wird. 
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Seiten des sphärischen Dreiecks, in Längenmaass, natürlich dem- 
selben wie r oder der Kugelhalbmesser, gegeben seyen. 

1) Kennt man die drei Seiten a, b, c des sphärischen Dreiecks 
(in Längenmaass), welches Dreieck wir natürlich von der hier be- 
trachteten Beschaffenheit voraussetzen, so berechne man zuerst 
(nach §.31 der ersten Abtheilung) die drei Winkel A', B', C eines 
ebenen Dreiecks, dessen drei Seiten a, b, c sind. Alsdann findet 
man die drei Winkel des sphärischen Dreiecks aus den Formeln : 

a + b+c „ „/— — — „ F 



8 — 



■,F=Vs(s-a)(s-b)(s-c), E=^^; 



2 

A = A' + iE, B = B' + iE, C = C' + JE, 
wo E in Sekunden gegeben ist 

2) Kennt man zwei Seiten a, b nebst dem Winkel C, den sie 
bilden, so hätte man zuerst F nach der Formel F = |ab*mC (erste 
Abth. §. 33, 1) zu berechnen. Dazu aber gehört die Kenntniss des 
Winkels C, der nach (20) durch die Formel 

_ . F „ 

gegeben ist, wenn ^p Q Sekunden angibt. Setzt man aber diesen 

Werth von C in den von F, so ergibt sich 

_ F .abp . rn F .abp r . F 
E = 7 Q = 1 -pr «« [0 - 3^ d = i-jr [«» 0 co * 3p Q ~ 

F 

MfCrtigpe]- 

Da man hier diejenigen Grössen vernachlässigt, welche r* im 
Nenner haben, so ist 

F FF 
<w 3?« ==1, * l 3?* = 3?' 

also 

ab r n F, 4 ab«tnC 

E = 1 p" [«»C - cos C — 8 ] Q=k— j— Q , 

da i ab<? ^f ,F zn vernachlässigen ist. Somit berechnet man E nach 
der Formel 
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abwnC 
b — \ — i — q, 
r 

berechnet ferner das ebene Dreieck, das die Seiten a, b, nebst dem 
von ihnen gebildeten Winkel C — JE hat (erste Abthlg. §. 30) ; 
sind dann A', B' die zwei andern Winkel, c die dritte Seite; so ist 
auch c die dritte Seite des sphärischen Dreiecks, A'-hJE, B' + JE 
die zwei andern Winkel. 

3) Man kennt eine Seite c nebst den zwei anliegen den Winkeln 
A und B. Alsdann ist (erste Abthlg. §. 33, 1): 

_ __ c ! «bA' sinB' 
~2«»(A'-f-B')' 

Nun ist 

A' = A-fE = A-|^, B'-B-|^, 

iftiA^y <W(A "37 )<W(B "3? ) 

*m(A'+B') 2Fp ' 

«n(A4-B — g-^r) 

F _e «'»(A-g)«»(B-||) 
7 e ~z? e 2fV 

«n(A+B-^|) 
o r 

F F 
^ c2 {sin A— co8Ä . («mB— <?o«B . ^) 

2 r 2 2F 
«n(A + B)- cMA-hB).^ 

F 

„w-sinAsinB — «in(A+B).^-5-| 0 . . 
perl . 3r| $c sin A sin B 

~2?\ . m ., a , t>\ F "2? *m(A-f-By 
L «n(A+B)— <?o*(A+B). ^p- 1 

wenn man die Division vollzieht und auf die seither festgehaltene 
Beschränkung achtet. Also wird man jetzt E nach der Formel 

g Q c * A sin B 
2r* sin{A -h B) 

berechnen; dann ein ebenes Dreieck auflösen, in dem c eine Seite, 
A — JE, B — JE die anliegenden Winkel sind, und so den dritten 



mithin 
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Wichtigster Fall für die Geodäsie. 



Winkel C, nebst den zwei andern Seiten a, b erhalten (erste 
Abthlg. §. 29); letztere sind die Längen der zwei fehlenden Seiten 
des sphärischen Dreiecks; der fehlende Winkel ist C'-f-JE. 

4) In den Anwendungen liegt die Aufgabe gemeinhin so, dass 
man eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln wie in Nr. 3, 
oder nebst allen drei Winkeln A, B, C kennt. In letzterem Falle 
wird man übrigens den sphärischen Exzess nicht geradezu aus der 
Gleichung A + B -f- C - 180° = E ableiten können, da A, B, C als 
aus der Beobachtung genommen, mit den unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehlern (erste Abthlg. §. 49) behaftet sind. In diesem Falle 
wird man A, B, C zuerst anf 180° ausgleichen, d.h. wenn A+B-t-C 
= 180°+a, von A, B, C die Grösse } a abziehen, und nun mit 
diesen drei Winkeln und der Seite c nach §. 33, 1 der ersten Abthei- 
lung die Grösse F berechnen. Der sphärische Exzess ergibt sich 
dann nach der Formel (20). Einer weitern Rechnung müssen 
allerdings noch ausgleichende Rechnungen vorausgehen , über die 
wir uns hier nicht weiter verbreiten können. (Vergl. §. 30.) 

Fällt die nach den gegebenen Formeln berechnete Grösse E 
dermassen klein aus, dass sie nicht mehr beachtet werden kann, 
so ist das Dreieck geradezu als ein ebenes anzusehen. 

II. Wir wollen nun an einem besondern Falle zeigen , in wie 
weit man berechtigt ist, den Legendreschen Satz anzuwenden. Aus 
Gleichung (16) in §.21 folgt, dass für C = 90°, die Grösse E ihren 
Maximumwerth erreicht; setzen wir also in Nr. 2: C = 90° und 
nehmen an, es sey 

a ~ D ~~i8o' 

d. h. die Seiten des sphärischen Dreiecks umfassen einen Grad (den 
360. Theil des ümfangs des grössten Kreises). 
Nach §. 10, 1 hat man hier 



logcotgi5° = 10-0000000000 l 0 gtgV = 8*2419214687 
Elogeos 1 0 = 0*0000661503 logcosA = 9^494519245 
logtgA- 10*0000661503 logtg\z = 8*0913733932 



tyA 




#B, ty}c = fyacosA. 



cosa. 



A = B = 45°0' 15-7080" 



$c = 0°42'25-51979" 
c = l°24'51'03958". 
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Nach §. 33 der ersten Abtheilung und dem Vorstehenden 
ist nun : 



L .ab«ViC abp 



-(M)'l=^(lf.)'-^=-=»'«™~ 

also hätte man JE= 1047197", mithin ein Dreieck zu berechnen, 
für welches 

a = ~ = b , C = 89 0 59 ' 49-52803". 

Da nun A'=B', so ist A'=B'=90°-JC / = 45 0 0'5-23599"; 
ferner (erste Abth. §. 26, II): 

c = 2a«njC = ^«n 44° 59' 5476401" 

log n = 0-4971498726 
logsin\C' = 9-8494739774 
E%90 = 80457574905 

= 8-3923813405-10. 

Also muss jetzt 

A = A'+JE = 45°0' 15*70796" = B 

seyn. Man sieht zunächst, dass A und B die obigen Werthe haben, 
wenigstens bis auf 0*0001". Was den obigen Werth von c anbe- 
langt, so wird er in Winkelmaass (c") leicht erhalten werden ver- 
mittelst der Gleichung : 

_c 180.60.60 
r 



c" = - 



loffj = 8*3923813405 

log 180 = 2-2552725051 
%3600 = 35563025008 
Elogn = 9-5028501274 
3*7068064738 

c" = 509103958" = 1 0 24' 51 03958", 
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so dass, wie man sieht, beide Werthe vollkommen zusammenstimmen. 
Ein Grad beträgt auf der Erde ungefähr 15 Meilen; sind also die 
Seiten von Dreiecken auf der Erde von dieser Länge, so kann man 
ohne irgend ein Bedenken den Legendreschen Satz anwenden. 

§• 25. 

Berechnung der Fläche eines rechtwinkligen sphärischen Trapezes im Allgemeinen, 

und unter den Voraussetzungen des §. 23. 

I. ABCD sey ein sphärisches Trapez, in welchem AC und BD 
senkrecht auf AB stehen (natürlich sind alle Seiten Bögen grösster 
Kugelkreise); man kennt die Längen von AB=a, AC=b, BD=c 
und soll die Fläche des Trapezes ABDO berechnen. 

Fif. 54. Seyen A, B, C, D die vier Winkel des Vier- 

p ecks, so sind also A = B=90°, A-hB=180°. 

Man verlängere die Bögen AC, BD bis sie sich in 
F schneiden und sey F der Winkel an F in dem 
Dreiecke ABF. Da man die absoluten Längen 
von AB, AC, BD kennt, so kann man sie leicht 
in Winkelmaass verwandeln. * 

Wir wollen sie, der Kürze wegen, immer mit 
a, b, c bezeichnen. Die Fläche des Dreiecks ABF 
B ist nach §. 20 : 

r 2 arcE, wo E = A + B + F — 180° = F; 
die des Dreiecks CDF ist: 

r 'arcE', wo E' = 180° -C-h 180° - D + F - 180° = 180 Ä 

-(C + D) + F, 

indem die Winkel an C und D in CDF gleich 180° -C, 180 a -D 
sind. Darans folgt 

Trapez ABCD = r 1 arc (E - E') = r 2 arc (C + D - 1 80°). 

Nun sind aber die Seiten AF, BF gleich 90° (§. 11, II); also 
CF = 90°-b, DF = 90°-c, mithin [§.9, (10)]: 




a b c 

* Die diesen Bögen zugehörigen Mittelpunktswinkel sind — p, — p, — p, wenn 

1 80 60 60 

sie in Sekunden ausgedrückt werden, wo wieder p= '— '■ — = 206264*8" ist. 
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Fläche des rechtwinkligen sphärischen Trapezes. 27 1 

< , i[ 180.-C + 180.-D]=2}g|^^ iF , 
also da (§.11, II) F = a: 

* [ISO»- j ÖJ+D)] = c „°$V-^ e0t9{ *' 

d.h. 
oder 

«W(C + D - 180») = - tyHC + D) = gg^gc^} a, 

d. h. man hat als Fläche des Trapezes: 

r^o a ,mt 9i a = ^__ tgi!L . (22) 

II. Gesetzt nun, es seyen b, c, a so klein, dass man die über die 

a 

vierte hinausgehenden Potenzen von — , ... vernachlässigen könne, 

r 

so ist (erste Abthlg. §.20): 

„•„Kb + o= b -±? - j (^v^uc-b) = i - h Q^y, 

^a = - + i(-j , 

also 



m „ . „ „ r 6^r/ 120Vr/ 

Man hat allgemein = — = , woran* 



durch Division and Vernachlässigung von folgt: 
woraus dann der Ausdruck im Texte sich ergibt. 
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b-hCj. 1 (b+c)* 
*mj(b-hc) , 2r 1 24 r' J h» a , 

, 1 (c-b)' ^12^2^ 
1 8 r 2 

_ a(b-fc) 1 (b4^ I (o-JOF j IV 
~ 4i* L 24 r 8 ^8 r 8 J u ^ 12 r 8 ' 

_ a(b + c) r 1 (b + c) 8 1 (c-b) 8 1 a 8 

"~ 4i* L 24 r 8 + 8 r 8 + 12r lJ 

_ a(b + c) r 3c 8 -6bc + 3b > +2a a -b > -2bc-c > 1 

~~ 4r L + 24I 2 J 

_ a(b + c) r 2a 8 -h2b' + 2c'-8bc , 
~~ 4r 1 + 24r J 

_ a(b + c) ri , a ! + b 2 +c 8 -4bc 1 
4r L 12r 

Da hiernach a selbst ziemlich klein , so ist 

a 1 1 3/ <a\ 1 1 s 

^2 = 2^ a+ 3^ C \2>) = 2 arCa ' h 24 flrC *' 

also 

1 1 , a(b-f-c) ri a 2 + b t + c g -4bc 1 

a (b -f- c) 

Als genäherten Werth von \arca erhält man hieraus — 7-5 — , 

nnd da die dritte Potenz hievon schon r* im Nenner enthält, so 
wird man aro*a nicht mehr zu beachten haben. Also ist 

a (b + c) _ _ a* + b* 4- c fi — 4 b c, 

arca= v [1 H — ], 

2r 12r* 

d. h. 

Trapez ABCD = ^±^ p + ^±l^Z^i5, < (23 ) 

Die Formel (23) hat denselben Grad der Genauigkeit, wie (21) 
in §. 23. Ist (23) nicht mehr genau genug, so gibt (22) natürlich 

grössere Schärfe. Man wird beachten, dass ^±^1 die Fläche 

des Trapezes ist, wenn es geradezu als geradlinig angesehen wird; 
a * + c « 4jj C 

bildet den Korrektionsfaktor dieser Rechnung. 
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Sey z. B. a = 16869*5, b = 7310 3, c =317*9 (Toisen) so ist 
b c = 7628*2; ferner sey %r = 6*5141498, dann 



a? 

12r* 
12r 



= 0*000001966281 
- i = 0*000000417243 



C * = 0000000000789 a(b ^ c) = 6052785995, 



12r J 2 

0 000002384313 Trapez = 60527859 95. 1*00000231 1735 
^4 = 0*000000072578 = (Quadrattoisen). 



0*000002311735 



1 + ^"^t 0 ,' 4bC = 1-00000231 1735. 
12H 



Fünfter Abschnitt 
Geometrische, praktische und astronomische 

Aufgaben. 

§.26. 

Geometrische Aufgaben, 

Wir wollen in diesem Abschnitte eine Reihe von Aufgaben 
lösen, die wir, wie die üeberschrift sagt, aus dem rein geometrischen 
Gebiete, dem der praktischen Feldmesskunst und dem der Astrono- 
mie entlehnen. Dabei gilt aber dieselbe Bemerkung, die dem ent- 
sprechenden sechsten Abschnitt der ersten Abtheilung vorausge- 
schickt wurde. f 

L Man soll von dem Eckpunkte C aus 
auf die Seite AB einen senkrechten Bogen CD 
ziehen. 

Wir , haben uns hiebei vor Allem die Frage 
zu stellen, ob (wie die Figur meint) die Senk- A L^__ ! ^ ^J>e 
rechte CD in das Dreieck, oder ausserhalb 

Dien« er, Trigonometrie. 
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Senkrechte in einem sphärischen Dreiecke. 



desselben falle. Fällt aber CD in das Dreieck, liegt also D zwischen 
A und B, so sind die Dreiecke ADC und BDC in D rechtwinklig. 
Daraus folgt nach §. 11 , dass wenn die Seite CD ^90° ist, auch 
die Winkel A und B^90° seyn müssen. Hieraus ergibt sich so- 
fort, dass wenn die (bekannten) Winkel A und B nicht beide 
spitz, oder beide stumpf sind, auch CD nicht in das Dreieck fallen 
kann. Sind aber die Winkel A und B entweder beide < 90°, oder 
beide > 90°, so fällt CD nothwendig in das Dreieck ABC. Denn 
wäre CE die Senkrechte, so müssten die Winkel CBE und CAE 
beide spitz oder beide stumpf sein, was mit der Annahme unverein- 
bar ist. (Sind A und B gleich 90 9 , so ist jeder Bogen eines grössten 
Kreises, der durch C geht, auf AB senkrecht.) Zur Bestimmung 
von D hat man alsdann (§. 1 1 , I) 

tgAD^tgAC.cosA, tgT>B = tgBC.co8B, 

während 

ein CD = ein AC . «YiA. 

Diese Formel liefert zwei Werthe von CD, wovon der eine <90°, 
der andere > 90°. Ersterer gilt, wenn A und B spitz, letzterer 
wenn diese beiden Winkel stumpf sind. (Der andere Werth deutet 
den Bogen an, der mit CD einen Halbkreis ausmacht, und auf der 
Verlängerung von AB senkrecht steht.) 

Fällt die Senkrechte ausserhalb des Dreiecks, etwa in E, so 
hat man 

tyAE = tyAC.<?0*A, tyBE= — tyBC.co*B, 
einCE = sin AC. ein A, 
so dass für ihre Länge dieselbe Formel gilt, wie vorhin. Was die 
beiden Werthe von CE anbelangt, die hieraus folgen, so wird man 
CE<90° wählen, wenn der Winkel B>90°; dagegen muss 
CE>90° gesetzt werden, wenn B<90°. (CE ist die eine der zwei 
Senkrechten.) 

Man wird leicht Übersehen, dass die soeben gestellte und gelöste Aufgabe 
mit der zusammenfallt, von einem Punkte einer Kante einer dreiseitigen körper- 
lichen Ecke auf die entgegen stehende Seitenflache eine Senkrechte zu ziehen, oder 
auch durch eben diese Kante eine Ebene zu logen, welche senkrecht steht auf der 
entgegen stehenden Seitenfläche. Betrachtet man nämlich die Spitze der Ecke als 
Mittelpunkt einer Kugel , und sind A , B , C die drei Punkte auf der Oberfläche 
dieser Kugel, in der die Kanten dieselbe schneiden, so ist die durch CD gelegte 
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Ebene eines grössten Kreises die gesuchte Ebene. Der gefundene Winkel CD ist 
dann die Neigung der durch G gehenden Kante gegen die entgegen stehende 
Seitenfläche. 

Ist 0 der Kugelmittelpunkt und man zieht OA, OB, die rückwärts in OA', OB' 
verlängert werden, so ergibt sich ans den obigen Untersuchungen offenbar Folgen- 
des : der Fusspunkt der von einem Punkte der Kante OC auf die Ebene der zwei 
andern Kanten gefällten senkrechten Geraden fällt in den Winkel AOB , wenn die 
Flächenwinkel an OA und OB spitz sind (CD fällt innerhalb des Dreiecks und ist 
spitz) ; er fällt in den Winkel A'OB', wenn diese beiden Flächenwinkel stumpf sind 
(CD fällt in das Dreieck nnd ist stumpf, die spitze Senkrechte fällt also in ihre 
Verlängerung); er fällt in den Winkel BOA', wenn der Flächenwinkel an OB 
stumpf, der an OA spitz ist (die spitze Senkrechte CE fällt ausserhalb des Dreiecks 
auf die Seite des stumpfen Winkels) ; endlich fällt er in den Winkel AOB', wenn 
der Flächenwinkel an OA stumpf, der an OB spitz ist. Ist der Flächenwinkel an 
OA = 90°, und deranOB<90°, so fällt der Fusspunkt in OA, ist er>90° 
in OA'; ist der Flächenwinkel an OB = 90°, so fällt der Fusspunkt in OB oder OB', 
je nachdem der Flächenwinkel an OA^90°; sind endlich die beiden Flächen- 
winkel an OA und 0B= 90°, so fällt der Fusspunkt in 0, d. h. die Kante OC steht 
senkrecht auf der Ebene der beiden andern Kanten. 

Für den Fall, dass in unserer Figur A=B=90°, ist auch AC=BC=90° (811), 
also hätte man tyAC=QO, cot A=0, mithin tg AD=QO.O, d. h. AD bleibt un- 
bestimmt, wie natürlich, da in diesem Falle jeder von C aus auf AB gezogene 
Bogen (eines grössten Kreises) senkrecht auf AB steht, also der Fusspunkt desselben 
willkürlich angenommen werden kann. 

II. In einem Parallelepiped AE kennt man die Längen dreier in 
einemjPunkte zusammen stossender Kanten 
AB = a, AC = b, AD = c, so wie die 
Winkel, welche dieselben mit einander 
bilden, CAB = a, CAD=0, BAD = y. 
Man soll das Parallelepiped berechnen. 

Da man in jeder der drei in A zu- 
sammen stossenden Seitenflächen, welche 
Parallelogramme sind, zwei Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel kennt, so 
sind diese Seitenflächen vollständig be- 
kannt ; dessgleichen also auch ihr Flächen- 
inhalt und der Inhalt der Oberfläche des 
Parallelepipeds. 

Die drei Kanten AC, AB , AD bilden eine dreiseitige körper- 
liche Ecke, in der die Kantenwinkel gegeben sind; die Neigungs- 

18* 
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winke! der Seitenflächen gegen einander sind also die Winkel eines 
sphärischen Dreiecks, dessen Seiten a t ß t y sind, nnd zwar stehen 
diese letztern den Neigungswinkeln an AD, AB, AC entgegen. Die 
Bestimmung derselben geschieht mithin nach §. 12. 

Die Neigungswinkel der Kanten AG, AB, AD gegen die Ebenen 
ABD, CAD, BAG sind nichts Anderes, als die nach I berech- 
neten Perpendikel von den Eckpunkten des sphärischen Dreiecks 
auf die entgegen stehenden Seiten, und zwar ist die Neigung von AD 
gegen BAC das auf die Seite a gefällte Perpendikel u. s. w. 

Sey nun e> die Neigung von AD gegen BAC, so ist die Höhe 
des Parallelepipeds = c sin co , und da der Inhalt der Grundfläche 
=ab*2na, so ist der Kubikinhalt des Parallelepipeds = ab c sina sinm. 
Bezeichnet man den an AB liegenden Flächenwinkel mit so ist 
nach I: 

«noj — sin/A.siny, 
also ist der Inhalt des Parallelepipeds: 

&b c sin a sin y sinn = 2abcVWws«n(s — a) sin (s — ß)sin(s— y), 
wobei s = JO + 0 + y) ist (§.6, II). 

In derselben Weise verfahrt man, wenn man den Inhalt eines 
dreiseitigen Prismas oder einer dreiseitigen Pyramide aus den drei 
zusammen stossenden Kanten und ihren Neigungswinkeln zu finden 
hat. Die Hälfte obiger Grösse gibt den Inhalt des Prismas ; der 
6. Theil den der Pyramide. 

IH. Durch die drei Eckpunkte A, B, G eines sphärischen Dreiecks 
wird eine Ebene gelegt, welche die Kugel in einem Kreise 
schneidet; man soll den Halbmesser und Mittelpunkt desselben 
bestimmen. 

Sey 0 der Kugelmittelpunkt, E der gesuchte Mittelpunkt, so ist 
EA = EB = EG der gesuchte Halbmesser, und zugleich der Halb- 
messer des um das ebene Dreieck ABG beschriebenen Kreises. 
Ferner ist Winkel EOA = EOB = EOC, und wenn r der Halbmesser 
der Kugel, so sind die Seiten des ebenen Dreiecks (erste Abthlg. 
§.26,II)=2r*mia, 2r«m}b, 2tsin\c; ist also F die Fläche dieses 
Dreiecks, so ist (erste Abthlg. §. 33, IV): 

■ FA _ 2r* sin\a8in{bsin\c 
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Die Gerade EO steht senkrecht auf der Ebene ABC nnd kann 
als Höhe der Pyramide ABCO angesehen werden, deren Inhalt also 
EO.F 

= — - — ist; da aber die Kanten OA, OB, OC gleich r sind, nnd 

AOB = c, BOC = a, AOC = b, so ist nach II dieselbe Grösse 

anch = |r a yWns*Mj(s— a)«n(s— b)*en(s — c), wo s=|(a+b+c). 
Also ist 

r 3 



EO — — Y sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c), 
und 

Aß 28in\üsin\bsin\c 
tgA E = Qg . — Y»in s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) ' ' 
aus welcher Formel AOE (< 90°) sich ergibt. Dann hat man 
übrigens auch 

EA = r«nAOE, EO = r<?o*AOE, 
wodurch EA und EO bequemer gefunden werden. 

* 

§•27. 

Reduktion auf den Horizont Horizontalsonnenuhr. 

I. Der Winkel BCA liegt nicht in der durch C gehenden Ho- 
rizontalebene; man soll seine Projektion B'CA' auf diese Ebene be- 
stimmen, wenn man die Winkel BGB', ACA' kennt, welche seine 
Seiten mit derselben machen. 

Denken wir uns in C eine Senk- Fi *- 68 - 
rechte auf den Horizont errichtet und 
betrachten dieselbe, so wie GA, GB, n 
(die Seiten des gemessenen Winkels) 
als Kanten einer dreiseitigen körper- 
HchenEcke; dessgleichen diese Senk- 
rechte und die Projektionen CB', CA' 1^ ^ 

als Kanten einer zweiten körperlichen 
Ecke: so werden die diesen Ecken entsprechenden sphärischen Drei- 
ecke ZBA, ZB'A' in Z denselben Winkel haben; da ferner ZB' = 
ZA'= 90°, so ist (§. 1 1, V) der Winkel bei Z gleich B'CA'. In dem 
Dreiecke ZBA kennt man nun : 

die Seite ZB = 90°-BCB / ; ZA = 90°-ACA' und BA = BCA, 




Digitized by Google 




278 Entfernungen von rier funkten. 

man kann also den Winkel Z (§.12) berechnen, und erhält somit 
B'CA'. 

II. Die drei Punkte A, B, C liegen in einer 
Horizontalebene , D ist über diese Ebene er- 
. ; £ haben. In D misst man die Winkel ADB, 
/ BDC, ADC, in A die Winkel DAC, BAD nebst 
der Seite AB; man soll die Entfernungen der 
vier Punkte gegen einander bestimmen. 

In der dreiseitigen körperlichen Ecke, 
deren Spitze D ist, kennt man die drei Kan- 
tenwinkel, findet also die drei Flächenwinkel 
(§. 12); in der dreiseitigen körperlichen Ecke, deren Spitze A ist, 
kennt man nun die zwei Kanten winkel DAC, BAD und den an AD 
liegenden Neigungswinkel der Ebenen CAD, BAD, der in der vorigen 
Ecke dem Winkel BDC entgegen stund. Dieser Winkel wird von 
den bekannten Kantenwinkeln gebildet; die Auflösung dieser Ecke 
geschieht also nach §. 14. In dem Dreiecke DAß kennt man jetzt 
eine Seite AB und die zwei Winkel ADB, BAD, und es wird also 
nach §.29 der ersten Abtheilung berechnet; in CAD kennt man 
nunmehr AD, DAC, ADC, das Dreieck ist also bekannt; in BAC 
kennt man AB, AC, BAC, dasselbe ist also ebenfalls bekannt (erste 
Abthlg. §.30); in BCD endlich kennt man alle drei Seiten. Die 
sämmtlichen vorkommenden Längen können mithin berechnet 
werden. 

Man wird beachten, dass wir die Bedingung, A, B, C liegen in 
derselben Horizontalebene, weiter gar nicht beachtet haben; sie ist 
auch wirklich überflüssig, und wird nur dann nothwendig, wenn man 
die horizontale Entfernung des Punktes D von A, B, C (die so ge- 
nannte geodätische Entfernung, vergl. erste Abthlg. §. 45) d. h. die 
Entfernung der Projektion des Punktes D auf die durch A, B, C 
gelegte Ebene von A, B, C kennen will. 

Sey E die Projektion von D auf die Ebene ABC , so wird der 
Winkel DAE nach §. 26 , H und I gefunden werden , woraus dann 
leicht AE = AD cos DAE folgt Da man nun auchDE=DA*mDAE 
hat, so findet man in DBE, worin DE, DB und DEB=90° bekannt 
sind, BE; eben so ergibt sich CE aus DEC. 
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III. Man soll eine Horizontalsonnenuhr konstruiren. 

In dem Punkte A der Erdoberfläche , wo die Sonnenuhr kon- 

- 

Btnrirt werden soll, errichte man einen Stab, der parallel sey der 
Weltaxe,* der also mit einer durch A gehenden Horizontalebene 
einen Winkel mache, gleich der geographischen Breite des Ortes A 
(erste Abthlg. §. 45) oder gleich der Höhe ** des Nordpols über 

* Das Himmelsgewölbe scheint sich jeden Tag am eine Axe za drehen, die 
durch den Mittelpunkt der Erde geht; diese Axe fallt zusammen mit der kleinen 
Axe der Ellipse, am welche letztere sich drehen muss, damit sie die mathematische 
Erdoberflache erzeuge (erste Abthlg. §. 45). Diese Axe heiast die Welt axe; sie 
trifft das Himmelsgewölbe in zwei Punkten, welche Pole heissen, von denen für 
uns nur der eine, der Nordpol, sichtbar ist. Die Ebene, welche durch den Mittel- 
punkt der Erde gehend , auf der Weltaxe senkreeht steht, schneidet die Himmels- 
kugel imAequator. (Vergl. erste Abthlg. §. 42, 3 und §. 45.) 

** In §. 42 Nr. 3 der ersten Abtheilung wurde bereits die Bedeutung des 
Zeniths erörtert. Ist A ein Punkt der Erdober- 
fläche, und errichten wir in demselben eine Senk- 
rechte auf diese Fläche (wie sie etwa durch die 
Richtung des Bleiloths angegeben wird), so wird die- 
selbe , bis an das Himmelsgewölbe verlängert , letz- 
teres in demjenigen Punkte treffen, den man das 
Zenith von A nennt, so dass dasselbe also den senk- 
recht über A befindlichen Punkt des Himmels dar- 
stellt. Eine Ebene , welche durch A senkrecht auf 
die Richtung jener nach dem Zenith gezogenen Ge- 
raden gelegt wird, bildet den scheinbaren Hori- 
zont von A, der also Himmel und Erde zu scheiden 
scheint. Der wahre Horizont von A geht, mit 
dem scheinbaren parallel, durch den Mittelpunkt der Erde , den wir # uns zugleich 
als Mittelpunkt der Himmelskugel denken müssen. Denken wir uns nun durch 
das Zenith von A und einen Stern S einen Bogen grössten Kreises am Himmels- 
gewölbe gezogen und verlängern ihn, bis er den (wahren) Horizont trifft , so heisst 
der Bogen zwischen Stern und Horizont (d. h. der von ihm umspannte Winkel am 
Mittelpunkt der Erde) die Höhe des Sterns. Dies ist die wahre (oder geozen- 
trische) Höhe; messen kann man nur den Winkel, den die Linie AS mit dem 
scheinbaren Horizont AM macht, d. h. den Winkel SAM. Betrachten wir nun die 
Erde als eine Kugel, was genau genug ist, so wird sich aber der Winkel SCN aus 
dem Winkel SAM leicht berechnen lassen. Es ist nämlich 

SAZ = SCZ4-ASC, 
d.h. 90° -SAM = 90° -SCN-hASC, 

SCN = SAM-r-ASC. 




Digitized by Google 



280 Horizontalsonnenuhr. 

dem Horizont. Bescheint nun die Sonne diesen Stab , so wirft er 
einen Schatten, welch letzterer auf einem getheilten, horizontal 
liegenden Kreis, dessen Mittelpunkt A ist, die betreffende Zeit 
anzeigt. 

Um den Kreis einzutheilen, bemerke man, dass die Zeit von 
einer Mitternacht zur andern in 24 gleiche Theile, Standen, getheilt 
wird, so dass die 12. Stande aaf Mittag, d. h. auf die Zeit fallt, 
in welcher die Sonne durch den Meridian von A geht (durch den 
Himmelskreis, der durch Pol und Zenith geht). Nehmen wir nun 
an, die Sonne bewege sich am Himmel mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit,* so werden in jeder Stunde von ihr gleich grosse Bögen 
zurückgelegt werden. Verbindet man den Ort der Sonne in einem 
gewissen Augenblicke mit dem Nordpol durch einen Bogen grössten 
Kreises (des Stunden- oder Deklinationskreises), so heisst 
der Winkel, den dieser Bogen mit dem Meridian am Pole macht, 



Was ASC (die Parallaxe) anbelangt, so hat man 

sin ASC : sin SAC = AC: CS, 

sin ASC = ^| sin SAZ = £| cos S AM. 

CS ist die Entfernung des Sterns vom Mittelpunkte der Erde« AC der Erd 
balbmesser. Bei den Fixsternen ist nun immer CS nngeheuer gross im Verhältniss 

AC 

zu AC, so dass der Bruch — verschwindend klein ist; dasselbe gilt also auch von 

«in ASC, also von ASC, cL h. man wird haben 

SCN = SAM, 

so dass mithin der wahre und scheinbare Horizont nicht unterschieden werden 
können, wenn es sich um Fixsterne handelt. Es kommt dies offenbar darauf zu- 
rück, die Erde selbst als einen Punkt zu betrachten, im Verhältniss zur unend- 
lichen Entfernung der Fixsterne. 

Der Winkel SAZ ist also die Zenithdistanz des Sterns S für A (eigentlich ist 
es SCZ, beide aber fallen zusammen) ; Zenithdistanz and Höhe betragen zusammen 
90°. Die Höhe des Pols ist also der geographischen Breite, d. h. der Zenithdistanz 
des Aequators gleich. 

• Die (scheinbare) Bewegung der Sonne am Himmel geschieht nicht ganz 
gleichförmig (§. 28, I), und wenn sie auch gleichförmig w&re, so wäre sie in 
einem Tage nicht gleich der Zeit, in der das Himmelsgewölbe einmal sich dreht, 
des so genannten Sterntagos (§.28, VI). Für jetzt wollen wir aber hievon ab- 
sehen, da ohnehin der hier betrachtete Tag ein „Sonnentag' 4 ist. 



t 4 
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/ 

der Stundenwinkel, der beiderseitig vom südlichen Theile des 
Meridians von West gegen Ost und von Ost gegen West gerechnet 
wird, und zwar jeweils bis 180°, welch letzterer Werth Mitternacht 
entspricht, während 0 der Stunden winkel für Mittag ist. Da die 
Sonne sich gleichförmig bewegt, so wird der Stundenwinkel der 
Zeit proportional zu- oder abnehmen, und zwar für jede Stunde 
um 15°. Für jeden Zeitmoment ist es somit sehr leicht, den 
Stundenwinkel zu erhalten; für die Zeit t Stunden vor oder nach 
Mittag ist er 15 t °. 

Sey nun der Stundenwinkel = <p° ^ 71 * 

(also die Zeit = ^ vor oder nach Mit- 
tag), so wird der Stab AB einen Schatten 
AE werfen, welche beide Linien in der- 
jenigen Ebene sich befinden , die durch 
die Sonne und den Stab AB in A geht; 
ist AM die Richtung des Meridians auf 
der Erde, so werden die drei Linien AB, 
AM , AE die Kanten einer körperlichen 
Ecke seyn, in der BAM = Polhöhe (= geographische Breite =) a; 
der Winkel der zwei Ebenen EBA, MAB ist nichts Anderes als der 
Stundenwinkel y, während der der Ebenen BMA, MAE gleich 90° 
ist, Man hat also (§. 11, I): 

cotg cp = cotg MAE .sina, tg MAE = tgq>sin a. 

Hieraas folgt MAE, also kann man AE konstruiren, und wenn 
dann der Schatten auf AE fallt, so wird der Stundenwinkel der 

Sonne = q>\ also die Zeit ~ seyn. Man zeichnet also, wenn man 

blos ganze Stunden angeben will, auf der durch A gehenden Ebene 
eine Reihe gerader Linien, die mit AM Winkel machen, deren Tan- 
genten sind: tg 15° sina, ^30° sina, tg 45° sina und wenn 

der Schatten des Stabs auf diese Linien fallt, so ist es 1 , 2, 3, ... . 
oder 11, 10, 9, ... Uhr. 

Man kann dies Alles jedoch durch folgende Konstruktion er- 
reichen, die wir noch angeben wollen, da der Gegenstand nicht ohne 
Interesse ist. 
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Sey CBT ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem BOT gleich 
der geographischen Breite des betreffenden Ortes ist; man verlängere 
CT ganz beliebig, ziehe BR auf CB senkrecht, bis sie CT in R trifft, 
ziehe Re senkrecht auf CR, und mache RV = BR; ziehe endlich 
mit VR um V einen Viertelkreis, den man in 6 gleiche Theile theilt, 
wenn man blos Standen auftragen will, in 12, wenn halbe Stunden 
n. s. w. Durch die Theilpunkte ziehe man Halbmesser, bis sie Re 
in a, b, c, ... schneiden, endlich verbinde man C mit a, b, c, so 
werden, wenn CR die Richtung des Meridians angibt, Ca, Cb, Cc, . . 
die Stundenlinien für 1,2,3, ... oder 11, 10, 9, . . . seyn. Man erhält 
in dieser Weise die Eintheilung für 12 — 6 nach Mittag, und 6 — 12 
vor Mittag, verlängert man aber die Stundenlinien für 5, 4,... nach 
Mittag rückwärts, so erhält man die für 5, 4, ... vor Mittag, und 
eben so, wenn man die für 7, 8, ...vor Mittag rückwärts verlängert, 
die für 7, 8, ... nach Mittag. 

Dass man bei dieser Konstruktion richtig verfahren ist, kann 
leicht bewiesen werden. Sey z. B. RVc=g> (hier 45°) , BCT=a, 

CB = r, so ist BT = r«ma, TBR = «, BR=RV=— = r tg a, 

cosa 9 

CB r 

also Rc = RVfo<p = Ttga tgw t CR — = , also tg cCR 

9 J ^ cosa cosa 9 

= ^= rtgatg(p = tgysina, d. h. cCR ist der nach obiger 

Formel bestimmte Winkel für den Stundenwinkel gj. 

Dass die Rückwärtsverlängerung ebenfalls richtig ist, kann 
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leicht einsehen. Für 5 Uhr nach Mittag macht die Schattenlinie 
mit CR einen Winkel, dessen Tangente =#75° eina; für 5 Uhr 
vor Mittag dagegen einen andern, dessen Tangente = tyl05° sina 
= — tg*I5 °8ina; diese zwei Winkel bötragen mithin zusammen 180°. 

Legt man jetzt GR in den Meridian (die Mittagslinie) nnd stellt 
dann das Dreieck GBT vertikal auf, so wird CB die Schatten werfende 
Kante seyn können. 

Hiezn bedarf es allerdings der Kenntoiss der Richtung der Mittagslinie an der 
Stelle, in der die Sonnenuhr soll errichtet werden. In §. 29 werden wir eine Reihe 
astronomischer Aufgaben, betreffend die Bestimmung der geographischen Breite, 
losen , aus denen dann auch sehr leicht die Richtung der Mittagslinie (Meridian) 
gefolgert werden kann. Da man aber nicht immer diese astronomischen Hilfs- 
mittel anwenden kann oder will, so wird es nothwendig, wenigstens nahezu die 
Richtung der Mittagslinie leichter bestimmen zu können. Zu dem Ende errichte 
man in dem Punkte C, d. h. in dem Punkte, in welchem der Schatten werfende 
Stab soll errichtet werden, einen senkrechten Stab von beliebiger Länge, und be- 
schreibe um G als Mittelpunkt eine Reihe Kreise auf der horizontalen Ebene. 
Man beobachte nun die Länge des Schattens des Stabes , was mittelst der Kreise 
leicht geschehen kann, vor und nach dem Mittage; der Moment, da der Stab den 
kürzesten Schatten wirft, ist als der wahre Mittag anzusehen und die Schatten- 
linie ist die Mittagslinie. Am besten wird man sie finden, wenn man gleiche 
Schattenlängen vor und nach Mittag sucht und den Winkel der entsprechenden 
Schattenlinien halbirt. Dabei ist freilich vorausgesetzt, dass die Sonne um Mittag 
(d. h. wenn sie durch den Meridian geht) ihren höchsten Stand am Himmel erreicht, 
was wahr wäre , wenn ihre Deklination im Laufe eines Tages sich nicht ändern 
würde. Für die Zeit um den 23. Juli oder 23. Dezember ist dies nahezu der Fall, 
so dass man diese Tage am sichersten zur obigen Bestimmung wählen wird. Da 
ferner der Endpunkt des Schattens nicht bequem beobachtet werden kann, so wird 
man besser thun, am obern Ende des Stabes eine metallene Platte mit einer kleinen 
Oefrnung anzubringen und den Lichtpunkt, der hiedurch entsteht, als Endpunkt zu 
wählen. 

§• 28. 

Tageslänge. Dauer des längsten Tages. Dämmerung. 

I. Man soll die Länge des Tages für einen bestimmten Punkt 
der Erdoberfläche nnd für einen bestimmten Tag finden , d. h. be- 
rechnen, wie lange die Sonne an diesem Tage über dem Horizonte 
des fraglichen Ortes bleibt. 

Ehe wir diese Aufgabe lösen, müssen wir noch einige Erklä- 
rungen vorausgehen lassen. Wir haben bereits mehrfach gesagt, 
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dass das Himmelsgewölbe, an dem die Sonne sich befindet, sich 
gleichförmig um die Weltaxe dreht (zu drehen scheint, was 
übrigens hier gleichgiltig ist), so dass also auch die Sonne mit diesem 
Gewölbe sich drehen wird. Wäre die Sonne nun fest , so würde 
ihre Bewegung gleichförmig und parallel dem Aequator, d. h. in 
einer Ebene vor sich gehen , die senkrecht auf der Weltaxe steht 
Die Sonne hat aber, neben dieser allgemeinen Umwälzung, eine 
eigene Bewegung am Himmel, die der Richtung der täglichen Be- 
wegung entgegen gesetzt ist, nämlich von West gegen Ost geht. In 
Folge dieser eigenen Bewegung darchläuft sie während eines Jahres 
am Himmel einen grössten Kreis, der unter einem Winkel von 
23° 27' 28" den Aequator in zwei Punkten durchschneidet, welche 
der Frühlings- und Herbstpunkt heissen. Die Bewegung der 
Sonne in ihrer eigenen Bahn geschieht übrigens nicht ganz gleich- 
förmig. Wegen dieser Bewegung ändert die Sonne ihren Abstand 
vom Aequator fortwährend, weither Abstand offenbar gemessen 
wird durch den Bogen eines grössten Kreises, den man durch Sonne 
und Pol, also senkrecht auf den Aequator legt; dieser Abstand, 
d. h. das Stück zwischen Sonne und Aequator heisst die Deklina- 
tion der Sonne (woher auch der Name Deklinationskreis für 
jenen Kreis rührt). Da man die Bewegung der Sonne kennt , so 
kennt man also auch ihre Deklination für jeden Tag und weiss, um 
wie viel sie sich im Laufe eines Tages ändert. Dies, in Verbindung 
noch mit der ungleichförmigen Bewegung der Sonne in ihrer Bahn, 
macht, dass die Zeit von einem Meridiandurchgang derselben bis 
* zum andern nicht immer dieselbe ist. Daraus folgt, dass die Tage, 
welche eben diesem Zeitabschnitte gleich sind, ungleich lang wären, 
wenn sie blos nach der Sonnenuhr (§. 27, III) gemessen würden. 
Da man solche ungleich lange Tage für die Pendeluhren nicht 
brauchen kann , so hat man alle Tage als gleich lang angenommen, 
und dadurch eine mittlere Zeit erhalten, von der die eigentliche 
Sonnenzeit, wie die Sonnenuhr sie gibt, abweicht, so dass der 
Meridiandurchgang der Sonne bald vor, bald nach 12 Uhr Statt 
findet. 

Die Sonne geht auf oder unter, wenn ihre Zenithdistanz 
= 90° ist, so dass also ihre Höhe = 0 ist. Kennt man den 
Stundenwinkel ($. 27, HI) der Sonne für den Augenblick ihres 
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Aufgangs oder Niedergangs , so lässt sich daraus unmittelbar auf 
die betreffende Zeit, und also auf die Tageslänge schliessen. 

Stelle nun S die Sonne vor, Z das Zenith, P den Nordpol, also 
BZA den Meridian, AB den Horizont, so n f .7j. 
ist in dem Dreieck ZSP:ZP die Zenith- * 
distanz des Pols = 90° minus der geogra- 
phischen Breite, ZS die Zenithdistanz der 
Sonne, ZPS der Stunden winkel, PS =90° A 
minus der Deklination der Sonne. 

Bezeichnet man also für einen bestimm- 
ten Zeitpunkt die Deklination der Sonne^ 
mit Ö, mit b die geographische Breite , mit z die Zenithdistanz der 
Sonne, mit s den Stundenwinkel derselben, so hat man: 

cosz = cob(90°— b)*w(90°— 0) -h«n(90° — b)«m(90° — ö)co8B, 

wobei 6 negativ wäre , wenn sich die Sonne südlich vom Aequator 
befände; d. h. man hat: 

cos z = sin b sin d -h cos b cos Öcoss. 

Allerdings geht die Sonne auf oder unter, wenn z=90°; allein 
die Strahlenbrechung macht, dass die Sonne immer etwas höher 
zu stehen scheint, als sie wirklich steht, so dass man sie also be- 
reits sieht, ehe sie über den Horizont gelangt ist; diese Erhöhung 
beträgt etwa 33', was wir mit a bezeichnen wollen, so dass also die 
Zenithdistanz =90°4-e seyn wird, wenn die Sonne auf- oder 
untergeht. Was ferner die Deklination anbelangt, so kennt man 
sie nur für den Mittag des betreffenden Ortes, d. h. für den Augen- 
blick des Meridiandurchganges ; sie ist also beim Auf- und Unter- 
gang davon verschieden. In der Zeit vom Aufgang bis Mittag, oder 
von letzterem bis Untergang wird man annehmen dürfen, die Dekli- 
nation ändere sich gleichförmig und wir wollen annehmen, sie wachse, 
und zwar um n" in 24 Stunden, oder wenn s um 360* wächst. Ist 
nun d die für den Mittag (des betreffenden Ortes) berechnete De- 
klination der Sonne, so wird für den Augenblick des Aufgangs, dem 

n s 

der Stundenwinkel s entspricht, dieselbe Ö — betragen, wenn s 
in Graden gegeben ist; für den Augenblick des Untergangs, dem 
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n s' 



der Stundenwinkel s' entspreche, wird sie ö 4- ausmachen. Be- 

stimmt man also s und s' aus den Gleichungen 

n s n s 

co*<90° 4- «) = sinb sin (* - ^) 4- cosb cos (3 — — ) cos s , 

coä (90 0 4- e) = sin b «n (* 4- ^) 4- b <?o* 4- ~ -) <m« s', 
d. h. aus 



C08& = — 



sin e 4- sin b «n (d — ^0 
co«bcö*(<5 — ^) 

«n « 4- *m b sin (d 4- ~^-) 

cos s' = ; 

us' 



(a) 



cosb cos (HrTT) 
360 

so wird man die Stundenwinkel für den Aufgang und Untergang 
der Sonne, und daraus dann die Tageslänge erhalten. 

Um s oder s' aus den Gleichungen (a) ermitteln zu können, 
wird man in den zweiten Seiten zuerst n gleich 0 setzen, d. h. s und 
s' (= s) aus 

, „ sin e+sinb sind , _ 

coss(= cos sQ = — ■ (a0 

cos b cos ö 

bestimmen, sodann diesen Werth für s (und s') in die zweiten Seiten 

der Gleichungen (a) einsetzen, und nun genauere Werthe für diese 

Stundenwinkel finden. Wollte man sich dabei noch nicht beruhigen, 

so könnte man diese neuen Werthe abermals in die zweiten Seiten 

von (a) einsetzen und noch genauere Werthe von s und s' damit 

n s n s' 

erhalten. Bei der Kleinheit von ^r- und wird aber dieses 

ooü 3t>0 

Verfahren nicht nothwendig werden. 

- 

Nähme die Deklination der Sonne ab, so wäre natürlich n 
negativ zu setzen. 

Sey 6=51°31'47", a=16°4'15", n = 18'2", « = 33'. Also 
zuerst nach (a') s zu berechnen, woraus s = 110°47'7"; mithin 

n «4 110°47'7" 

36Ö =18 ' 2 "3ra6Ö = 5 ' 30 " a,8 ° 
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1 

= Wn33' 4- ßinbl °3V 47" */n(15°4' 15" — 5* 30") 
C0 * 8 " coebl °31'47"co*(15°4 / 15" - 5'30") 

sin 33' -h sin 5 1 0 3 1 ' 47" sin (1 5 0 4' 1 5" 4- 5' 30") 

tf/io o' — — — > — 1 

co*51 °3L'47"<?a*(15°4' 16" + ö'30") 

woraus s = 110°39'8", s' = 110 e 55'6". 

Verwandelt man diese Stundenwinkel in Zeit (15° auf die 
Stunde), so erhält man : 

Aufgang der Sonne vor Mittag 7 Stunden 22 Mio* 36 Sek., 
Untergang „ „ nach „ 7 „ 23 n 40 „ . 

j 

Die Tageslänge also betrug 1 4 Stunden 46 Minuten 16 Sekunden, 
Die Zeit des Sonnenaufgangs wäre sonach 12 — 7 Stunden 22 Min. 
36 Sek. = 4 Stund. 37 Min. 24 Sek. ; allein es ist dies nicht mittlere 
Zeit, wie die Pendeluhren sie zeigen, sondern wahre Zeit, wie sie 
von den Sonnenuhren angegeben wird. Da an dem betreffenden 
Tage die mittlere Zeit um 3 Min. 3 Sek hinter der wahren zurück 
war, so zeigte die Uhr bei Sonnenaufgang 4 Uhr 34 Min« 21 Sek., 
bei Sonnenuntergang 7 Uhr 20 Min. 37 Sek. 

Die Summe s H- s', um die es sich handelt, wenn man nur die 
Tageslänge zu finden wünscht, kann übrigens einfacher erhalten 

n s 

werden. Da nämlich immer klein ist, so wird man nahezu 
setzen können: cos^r = 1, sin^r = arc^r, so dass 

OOÜ ODO ouU 

8tn{ö — -£-) = 8inÖ — cosdarc 



€08 (ö — -goß) =C08d + 8tn6 WTC , 

*in(e + ^) = rinö + cosSarc n8 



360' — ' "360 1 

r 

Mithin, wenn man arc*^r vernachlässigt: 
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n s 

sin 6 4- sin dsinb — cos 6 sin b arc 

C08 8 = 

, , . ns 

cos b cos o 4- cos b fin o arc 



360 

n s 



cos b cos S-cos b *m 6 arc 



= -[H«.+ein« S mb-co,t« n barc^] , h „ 360 

3o0 00*^00« <S 

n s 



sin e 4- ösinb — cos dsinb arc 



360 



cosb cos 6 

r . , . p . , , 00*b*md' ns 

4-[*ma4-*M<5*2nbJ — TT r-arc-^ 

J 00**b00*M 360 

*i w « 4- ?m Ä «Vi b . , n s sin « 4* sin ö sin b . . n s 

r 5 h^barc^r-4 r ; — tgöarc 

cosbeosö 9 360 cosbeosd J 360 

l6t also 

*m« + sin ösinb 



so ist 



Eben so 



cosbeosd 

ns 



ns 



00*8'= /* — (tgb— ptgö) arc —— , 

■ 

00*S4-00*8' = 2j4, C08SC088' = (l\ 

wenn man immer <* ro *j>ÖQ vernachlässigt, n liegt also zwischen — 1 
und 4- 1. Aber (erste Abthlg. §. 16): 



cos^r^- =co$\&co8\&' — sin^ssinfo' (1 4- coss) (1 4- 00* s') 
Z 

— JY (1 — 00« 8) (1 — 00*s') 
— 1 4" 00* S 4" 00* s' 4- 00* 8 00*8'— iV 1—00*8— 00*8'4-00*800*s' 

= iVl4-2 M 4-/i 2 -iVl-2M-^M , = JO + M) - 10 - *0 = 
Bestimmt man also <p ans 

sine 4- *m6*mb 
costp — n — cosbeosd 9 

so ist 
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8 + ß' 

— = <p, 8-h8 / = 2y. 

t L 

In unserm obigen Beispiele war <p = 110°47'7", also s-^s'== 

ftftlflojm , . Al _. ^ ... 221 Stund. 34 Min. 14 Sek. 
221°34'14", mithin Tageslänge = - = 

14 Stund. 46 Min. 16}} Sek. 

«Aus der obigen Formel ergibt sich sofort, dass für einen be- 
stimmten Ort die Tageslänge am grössten ist , wenn <p , d. h. des 
ist, wobei wir 6 positiv denken, also das Sommerhalbjahr betrachten. 
Dann ist übrigens g>>90°, also die Tageslänge immer mehr als 
12 Stunden. Der grösste Werth von Ö ist 23°27'28", was zur Zeit 
der Sommersonnenwende eintrifft. 

II. Man soll diejenigen Orte der Erde bestimmen, deren 
längster Tag 24 oder mehr Stunden beträgt. 

Wir haben in der vorigen Aufgabe die Länge des Tages für 
einen bestimmten Ort und zu einer bestimmten Zeit zu finden ge- 
lehrt. Fällt nun (bei Orten auf der nördlichen Erdhälfte und) bei 
der grössten Deklination der Sonne, welche 23° 27' 28" beträgt, die 
Summe s + s' gleich 360° aus, so wird die Sonne am längsten Tage 
gerade 24 Stunden über dem Horizonte bleiben. Da dann y = 180°, 
cos (p = — 1 , so ist /i = — 1 , also, wenn a der Winkel der Sonnen- 
bahn mit dem Aequator (23°27'28"): * 

sine -f- sinasinb _ ^ 
coabcosa 

woraus dann b oder die geographische Breite zu suchen ist 

Vernachlässigt man e, d.h. die Strahlenbrechung, so hat man: 

tgatg\}=i 1, tgb = cotga, b = 90° — a, 

d. h. diejenigen Orte, welche unter 66°32'32" Breite liegen, haben 
am längsten Tage (23. Juni) die Sonne 24 Stunden über dem Ho- 
rizonte. (Polarkreise). 

Wird e nicht vernachlässigt, so ist 



* Ist die Deklination der Sonne am grössten , so ist dieselbe in einem Ab- 
stände = 90° vom Durchschnitt ihrer Bahn mit dem Aequator , und der Deklina- 
tionskreis trifft letztern eben so in einem Abstände = 90° von jenem Punkte. Also 
ist (§. 11, V) die Deklination = Winkel der Sonnenbahn mit dem Aequator. 

Dienjer, Trigonomotrie. 19 
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sine = cosbcosa — sinasinb = cos (b 4- a) , 

d. h. 

b + a = 90 0 -«, b = 90°-(a4-e). 
Für Orte, die noch mehr nördlich liegen, ist b > 90°— (a 4-e), 

also dann ^ne -h sinasinb -> i <j ^ s _j_ g / _ 2«, kann nicht mehr 
cosbcosa 

bestimmt werden, oder mit andern Worten, zur Zeit unseres läng- 
sten Tages geht dort die Sonne gar nicht mehr unter. 

III. Man soll rur Orte, welche nördlicher liegen als die, deren 
Breite 90° — («4- e) beträgt, die Dauer des längsten Tages be- 

• stimmen. 

Derselbe dauert von dem Augenblicke an, da die Sonne zum 
letzten Male aufgeht, bis zudem, da sie das erste Mal wieder unter- 
geht, d. h. von dem Augenblick an, da der Stundenwinkel s (in I) 
= 180° ist, bis zu dem, da s' wieder 180° wird. Man muss also 
haben : 

co8(90 0 +e)=sinbsin(6- 1 ^^) +cosbcos(6-^^) cos 180°, 

co8(90 0 ^B)=sinb(sinö 4 -^^) -hcosbcos^-^^) cos 180°, 

wenn ö f & die (zu bestimmenden) Deklinationen der Sonne bei den 
Meridiandurchgängen zu Anfang und Ende , n , n' die Zu- und Ab- 
nahme der Deklination in 24 Stunden bedeuten (wo im Anfang die 
Deklination zu-, am Ende abnimmt). Vernachlässigt man übrigens 
diese Grössen, so hat man: 

— sine = sinb sinö — cos b cosö = — cos (b 4- ö) , 
b + d = 90°-e, tf = 90°-(b + e); 

—sine = sinbsinö' — cosbcosö* = — cos(b 4- ö'), 

b + d' = 90 f -e, d' = 90°-(b + «), 
d. h. die Sonne geht zum letzten Male auf, wenn ihre Deklination 
= 90° — (b 4-«), und geht unter, wenn dieselbe wieder so gross 
geworden ist. Die Zeit, die dazwischen verfliesst, ist die Dauer 
des längsten Tages. « 

IV. Alles Gesagte bezieht sich auf den Mittelpunkt der Sonne. 
Da die Sonnenscheibe am Himmel eine Ausdehnung von ungefähr 
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32' hat, so wird es sich auf den nördlichen (obern) Rand beziehen, 
wenn man statt e setzt «H- 16' nnd anf den untern, wenn man für« 
setzt e — 16'. Denn soll der obere Rand der Sonne am Horizonte 
erscheinen, so ist es gerade dasselbe, als wenn man sich den Mittel- 
punkt durch die Lichtbrechung um 16' erhoben denken würde und 
Hesse den Mittelpunkt erscheinen u. s. w. Die Grössen ö und a 
beziehen sich immer nur auf den Mittelpunkt. 

Will man also in II den Ort finden, für den zur Zeit der 
Sommersonnenwende (23. Juni) während 24 Stunden beständig 
wenigstens ein Theil der Sonne über dem Horizonte ist, so dass 
also um Mitternacht der obere Rand noch bemerkt wird, und erst 
die folgende Mitternacht wieder untertaucht, so findet man 

b = 90°-(a + a4-16'). 
Eben so wäre in HI unter denselben Voraussetzungen 

a = 90°-(b + «-t-16'). 
Will man für Orte, die einen längsten Tag > 24 Stunden haben, 
die Dauer der längsten Nacht bestimmen , so hat man die Zeit zu 
ermitteln, die verfliesst von dem Augenblicke, da der Stunden- 
winkel beim Aufgange der Sonne = 0 ist, bis zu dem, wo er es beim 
Untergänge ist. Bezieht man Alles auf den obern Rand, so ist also 

cos (90 0 + e -h 1 6') = sinbfrinö + cosb cosö = cos (b — d) , 
b-a = 90°-l-e+16',$=-(90 0 + fi + 16'-b). 

Wenn also die Deklination der Sonne = — (90°-M-hl6'— b) 
(also südlich) geworden ist, erscheint zum letzten Male für Orte, 
deren Breite b ist, der obere Rand der Sonne am Horizonte, und 
sie haben Nacht, bis wieder die Deklination diese Grösse er- 
langt hat. 

i * * 

Y. Ehe die Sonne aufgeht, oder nachdem sie untergegangen 
ist, erscheint, durch Zurückwerfung des Lichtes in der Luft, Helle, 
welche man Dämmerung zu nennen pflegt. 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass wenn (Morgens) in Folge der 
Dämmerung die kleinsten Sterne aufhören sichtbar zu seyn, die 
Sonne noch ungefähr 18° unter dem Horizont sich befindet, während 
man ohne Licht noch Gedrucktes zu lesen vermag, wenn sie sich 
ungefähr 6J° unter dem Horizont befindet. Um zu ermitteln, wie 

19* 



292 Immer währende Dämmerung. Sternfeit. 

f 

lange an einem bestimmten Orte die Dämmerung dauere, wird man, 
wie in I den Stnndenwinkel s t für den Fall bestimmen, dass die 
Zenithdistanz der Sonne 108° beträgt (oder 96$° für den zweiten 
Fall), so wie s, für die Zenithdistanz 90° (wenn man die Lichtbrechung 
hier ausser Acht lässt, da es bei diesen Rechnungen auf ausserordent- 
liche Genauigkeit nicht ankommen kann) ; der Unterschied s t — s 2 , 
in Zeit verwandelt, gibt die Dauer der Dämmerung. Ist also ö die 
Deklination der Sonne, b die Breite des Ortes, so ist 

oos 108° — sindsmb sind sinh a , , 

cosB t = , coss 7 — = — tgdtgh, 

C0SÖC08 0 cosöcosb 

wenn man dieAenderung in der Deklination unbeachtet lässt Zieht 

s s 

man hieraus s 4 , s 2 , so ist - i jg- i = Dauer der (Morgen- oder Abend-) 
Dämmerung. 

Ist der Ort auf der Erde so gelegen, dass um Mitternacht die 
Zenithdistanz der Sonne nicht mehr als 108° beträgt, so tritt die 
immer währende Dämmerung ein, indem alsdann Abend- und 
Morgendämmerung unmittelbar in einander übergehen. Will man 
für einen Ort der Erde den Tag bestimmen , an dem dies zuerst 
Statt findet, so hat man d aus der Gleichung: 

cos 108° = sinösinb -h cosöeosbcoslSO 0 = — cos(ß + b) 

zu bestimmen , d. h. man hat 

1 08 0 = 180 0 — (Ö + b) , 6 = 72 0 - b. 

An dem Tage, an welchem die Deklination der Sonne =72°— b 
ist, wird also immer währende Dämmerung eintreten, und jeden Tag 
sich wiederholen, bis die Deklination der Sonne wieder 72°— b ge- 
worden. 

YL Man wird nun auch leicht einsehen, in welcher Weise die 
hier noch etwa zu stellenden Aufgaben dieser Art zu lösen wären, 
so wie ganz in derselben Weise in Bezug auf Auf- und Untergang 
eines Sterns verfahren werden kann. Ist der Stern ein Fixstern, 
d. h. ändert er seinen Ort am Himmel nicht, so wird die Deklination 
desselben immer dieselbe bleiben ; der Stundenwinkel, durch Division 
mit 15 in Zeit verwandelt, wird aber dann Stern zeit angeben, 
d. h. eine Stunde wird der 24. Theil des Zeitraums seyn, innerhalb 
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dessen der Sternenhimmel seine Umdrehung einmal vollendet. Diese 
Zeit ist verschieden von mittlerer Sonnenzeit (I), nnd es sind 
24 Stunden Sternenzeit = 23 St. 56 M. 4*1 Sek. mittlere Sonnenzeit, 
. und 24 Stunden mittlere Sonnenzeit = 24 St. 3 M. 56*6 Sek. 
Sternzeit 

VII. Die Deklination der Sonne, die wir im Vorstehenden für 
jeden Tag als bekannt angenommen haben, wird aus den astronomi- 
sehen Tafeln entnommen ; diese letztern sind aber für einen gewissen 
Ort (z. B. Berlin oder Wien) berechnet, so dass sie für jeden Tag 
eines Jahres die Deklination der Sonne im Augenblick , da sie den 
Meridian jenes Ortes durchschreitet, angeben. Gesetzt aber man 
wolle für einen Ort, dessen Lage auf der Erde bekannt sey, die 
Deklination der Sonne für den Augenblick finden, da sie den Me- 
ridian des letztern Ortes passirt, und dazu etwa die für Berlin be- 
rechneten Tafeln („Berliner astronomisches Jahrbuch") benützen, 
so muss man zuerst die Lage des neuen Ortes A in Bezug auf Berlin 
feststellen. Zu dem Ende bestimmt man den Winkel, den der Ber- 
liner Meridian und der des Ortes A (die beide sich im Pole durch- 
schneiden) mit einander machen, welchen Winkel wir hier von 0 bis 
180° östlich und von 0 bis 180° westlich zählen wollen und die 
geographische Länge des Ortes A in Bezug auf Berlin nennen. 
Da die Sonne in 24 Stunden (Sonnenzeit) 360° der Länge durch- 
läuft, so wird sie in jeder Stunde 15° durchlaufen, und wenn nun A 
östlich (westlich) von Berlin, und zwar um t°, liegt, so wird die 

Sonne ^ Stunden früher (später) durch seinen Meridian gehen, 

d. h. der Mittag von A wird ^ Stunden früher (später) eintreten, 

als der von Berlin. Man kann also leicht berechnen, welche Zeit 
in Berlin es ist, wenn der Mittag in A eintritt, und da man die 
Aenderung der Sonne in 24 Stunden aus den Tafeln entnehmen 
kann, so wird sich nach §.53 der ersten Abtheilung die Deklination 
der Sonne für den Mittag in A finden lassen. 

Sey z. B. A in 28 ü 45' westlicher Länge von Berlin, und man will 
die Deklination der Sonne für seinen Mittag am 13. August haben. 
Die Berliner Tafeln geben; 13. August 14° 46' 37*5", 14. August 
14°28'17'0", 15. August 14°9'42'7". 

« 
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Da A 28° 45' westlich von Berlin liegt, so tritt der Mittag nm 
28 St. 45 M. 

= 1 St 55 M. später ein als in Berlin, d. h. in letzterer 

Stadt ist es alsdann 1 Uhr 55 M., für welche Zeit man die Deklina- 
tion der Sonne zq suchen hat 

13. Aug. 14°46'37'5" _ ifJJL Diff * 

14. Aug. 14°28' 170" -13-8". 

15. Aug. 14° 9'42'7" 1ÖÖ * J 

y t = 14°46'37'ö", Jy t = - 18'20'5", J 2 y t = - 13*8", h = 24, 

x— x t 23 



h "" 288 ' 
mithin in der Formel (h) (§. 53 der ersten Abthlg.) : 

B = - 18'20'6" - - !) 138 " = - 18 ' l* 2 ". 
oB=- V»4» 9 y = 14°45' 10-1", 
d.h. die gesuchte Deklination ist 14°45'10*1" (für den Mittag 
von A). 

§. 29. 

Astronomische Bestimmung der geographischen Breite. 

Im Vorstehenden haben wir die geographische Breite des Be- 
obachtungsortes als bekannt vorausgesetzt. Wir wollen desshalb 
einige Methoden betrachten, nach denen man dieselbe auf astrono- 
mischem Wege bestimmen kann., Die meisten kommen auf Höhen- 
messnngen von Fixsternen zurück, deren unveränderliche Lage am 
Himmel bekannt ist; die Deklination, überhaupt die Lage der Fix- 
sterne am Himmel, ist zwar selbst etwas veränderlich, in den astro- 
nomischen Jahrbüchern ist jedoch hierauf schon Rücksicht genom- 
men. Bei Höhenmessungen muss die Strahlenbrechung (Refraktion), 
die den Stern erhöht, also die Zemthdistanz verkleinert, vorher ab- 
gezogen werden, ehe man die Rechnung beginnt* 



• Die besten Tafeln zur Berechnung der astronomischen Refraktion sind die 
von Bossel in „Tabolae Regiomontanae etc. M S. 538 ff. gegebenen, die anch in 
Sammlung von Hilfstafeln. Herausgegeben im Jahre 1822 von H. G. Schumacher. 
Neu herausgegeben und vermehrt von G. H. L. Warnstorff. Altona. 1845.** 
S. 30 ff. abgedruckt und zum Gebrauch erläutert sind. 
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Die. einfachste Bestimmungsweise der geographischen Breite ist 
allerdings die, dass- man bei einem Sterne, der nicht untergeht, also 
nahe am Nordpole sich befindet, die Höhe (Zenithdistanz) misst, 
wenn er den Meridian passirt Da dies in 24 Stunden zweimal 
geschieht, so erhält man zwei Höhen, und da beide Male der Stern 
gleich weit vom Pole absteht, so gibt die halbe Summe beider Höhen 
die Höhe des Pols , oder die geographische Breite. 

Nicht immer kann oder will man aber diese Methode anwenden 
und man hat desshalb andere erfunden, von denen wir eine oder die 
andere näher betrachten wollen. 

I. Ein Stern, dessen Deklination ö genau bekannt ist, wurde 
zu zwei verschiedenen Zeiten östlich vom Meridian beobachtet und 
seine Höhen h, h' über dem Horizonte , so wie die Zwischenzeit t 
(nach Sternzeit) gemessen; man soll hieraus die geographische 
Breite <p des Beobachtungsortes ermitteln. 

Den Stundenwinkel des Sterns rechnen wir wie in §. 27, III 
angegeben. Ist derselbe für einen gewissen Augenblick s, h die 
Höhe des Sterns, 6 seine Deklination, so hat man (§.28, I, wo 
z^90°-h): 

sin h = sin y> sin 8 + cos g> cos Ö cos s. 

' Ist t die Zwischenzeit der Beobachtungen, so beträgt die Ver- 
minderung de6 (immer noch östlichen) Stundenwinkels *, wenn % 
die in Winkel verwandelte Zeit t ist (15° auf l Stunde gerechnet). 
Demnach, wenn s der Stundenwinkel des Sterns zur Zeit der ersten 
Beobachtung ist, hat man: 

sinh = sin (p sin 6 + cos qp cos ö cos s , 
sin h' = sin <psinü + cos <jp cos 8 cos (s — t) , 
woraus <p (und s) zu bestimmen ist. 

Subtrahirt und addirt man beide Gleichungen, so ergibt sich: 

h'-f-h . h'-h , . 

cos — - — am — ^ — = cos ycosÖsin(s — \t) sm\% 

sin 1 ^ h cos ^ h = sinq> sind + cos g> cos ö cos (&—\t) cos {r, 

d. h. 

cosg>sin(s — ir) — a, cos<pcos(s — Jt) = b — csiny, 

wenn 
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a _ «wl(h'-f-h)«6il(h'-h) h __8 ml(h' + h)co8j(h' — h) 

C08Ö8in\t 9 C08ÖC08\t 

C08\% 

Durch Quadriren und Addiren erhält man daraus 
C08*(p = a 2 + b 2 — 2bcsing> -f- c 2 *m 2 <jp. 

d. h. 

l-(a 2 + b J ) = (l-f-c 2 )«n , 9-2bc«ny, 
_ bc± Vl-a 2 -b 2 4-c 2 ^"a"V 



8lfl (p 



1+C 2 



aas welcher Gleichung zwei Werthe von g> folgen , die (wie bei <p 
vorausgesetzt) zwischen —90° und H-90° liegen. Welcher der 
zwei zu wählen ist, wird im gegebenen Falle leicht zu entscheiden 
seyn. Ist g> bekannt, so ergibt sich s durch Auflösung des sphäri- 
schen Dreiecks, dessen Seiten 90° — h, 90°— 9, 90°— 6 sind, und 
wo s (ZPS) der Seite 90° - h (ZS) entgegen steht 

Der Werth von sin y> ist übrigens auch 

bc± V(l-a 2 ) (H-c*)-b 2 

= — FTc 7 • 

Aus dieser Formel folgt, dass a 2 <l 
\B seyn muss, da sonst sintp unmöglich w£re; 
wir können also immer einen Winkel £ 
zwischen 0 und 180° bestimmen, so dass 
cö*£ = a, 1— a 2 = *m 2 £. 

Setzt man dann noch c= tg£, wo auch £ zwischen 0 und 180° seyn 
soll, so ist 

«in<p = (bfrfct V^>-b J ) coa*£ = hsinteoet 

COS c, 

± *>*rVW£-bWf, 

da eben \co8*£ auch = ± cos£ Setzt man nun, da offenbar 
tfn*£>b 2 C00*£seyn muss: bco8£=*in£co8y, so ist 

8tny=b8in£co8i±co8£Y ffm 2 £*m 2 tp = bsin£cos£ ± costsin^sinxp 
=8in£co8\l>8in£± co8£8in£ain^ = «m£«'it(f± xp). 
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Die Auflösung unserer Aufgabe ist mithin durch das folgende 
Formelsystem gegeben: 

co ^ = co8j(h'+h)ein\(h'-h) igö 

C08Ö8in\t * C08\t % 

8inl(h'-\-h)co8$(h'—h)co8£ . . h . t>A . 

= eo.öco8{r*int «»9 = ± 

- 

wo f , f, \p zwischen 0 und 180° liegen. 

Ein Beispiel mag zur Erläuterung dienen. Die Angaben sind : 
0=-2°14'9", h = 26°33'2r0", h' = 36°41'll'8", 
t = 2St.35M.46'5Sek. 

Daraus 

t = 38°56'37-5", \t = 19°28'18-7", j(h'+ h) = 31°37'16-4", 

J(h'-h) = 6 i 3'55-4". 
%cMj(h'H-h) =9*9302014 %«ViKh'+h)= 9*7196810 



%«n } (h'-h) = 89459242 
E%co*0=OOOO33O7 
E%«»Jt= 0*477 1075 



%co*$=9-3535638 

|=76°57'17*9" 
%*mg=998864ö0 

Zo^<*=8-5915373(-) 
E log cos { t =0- 0255779 
log tff £=8617 U52(-) 

f=l77°37'43*3" 
%co*f=9*9996279(-) 

%*m£=9*9886450 
log sin (f-f- v>) =9' 9270953(-) 
log sin (p t =9*9157403(-) 

Vl = -55°27'5"* 



% oo* i (h' - h) = 9-9983006 

%co*f=9*9996279(-) 
Elogco8Ö= 00003307 
E%*>*|t=0*0255779 
E%OTng=0 01 13550 
%co*t/;=9-7547731(-) 
*=124°38'58*5" 1 

£+t/>=302°16'41*8" 
{-V»= 52 0 58'448" 



%*m£=9*9886450 
%«n (£- 1/;) =99022292 
logsinq> 2 =9*8908742 

y 2 =51°3'38*2". 



* Man wird leicht bemerken , dass unsere Formeln auch noch gelten, wenn 
der Beobachtungsort auf der südlichen Erdhälfte sich befindet, in welchem Falle 
g> negativ wäre. Die Deklination muss natürlich dabei gegen den Nordpol als 
Positiv gerechnet werden. 
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Da der Beobachtungsort anf der nördlichen Erdhälfte lag, so 
gilt blos der zweite Werth von <p. 

Wir haben oben angenorameD, beide Beobachtungen geschehen 
"östlich vom Meridian. Es sind aber offenbar noch folgende Fälle 
denkbar ; 

1) Die erste Beobachtung geschieht östlich, diezweite westlich 
vom Meridian. Jetzt tritt an die Stelle von s— r die Grösse r— s, 
da der zweite Stunden winkel westlich ist; da aber cos (s — r) 
= cos(t — s), so bleiben alle Gleichungen ungeändert. 

2) Beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Jetzt ist 
s ein westlicher Stundeuwinkel und statt s — % zu setzen s + r, also 
blos — t für tj so dass 

cos £ — . , ig i — --— — , 

cososin^r cos\% 

sinl (h 4- h') cos \ (h — h') cos f 

cofty — — — j — t - t > 

C08ÖC08\t8in$ 

3) Die erste ist westlich, die zweite wieder Östlich. Jetzt ist 
s wieder ein westlicher Stundenwinkel und für s— t kommt 360° — 
(s -h t) ; da aber cos [360° — (s 4- = cos(s + r), so ist die Auf- 
lösung dieselbe, wie in Nr. 2. 

Im Talle 1 kann h' = h sein ; alsdann wäre co*£ = 0, t = 90°, und 
. tgb sinheost . . ... 

' yJ= ^Ti- *"» = ««<o,j. '""» = "' ,(t± » ) - 

Im Falle 3 wäre ebenfalls h' = h möglich, und man erhalt dann dieselben 
Formeln. 

IL Der Winkel am Zenith Z, den der Höhenkreis ZH und der 
Meridian AZB mit einander machen, heisst das Azimuth des 
Sterns S. Wir wollen dasselbe von Norden durch Osten nach Süden 
bis 180°, und von Norden durch Westen nach Süden ebenfalls bis 
180° rechnen; alsdann ist der Winkel PZS in dem Dreiecke SZP 
das Azimuth von S. Das Azimuth wird offenbar vermittelst des 
Horizontalkreises eines Theodoliten gemessen, wenn man mit dem 
Höhenkreise die Höhe des Sterns beobachtet. 

Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind (ö, 6") wurden 
auf der östlichen Seite des Meridians in gleicher Höhe (h) beobachtet 
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und der Unterschied ihrer Azimnthe * (a) geinessen. Man soll die 
geographische Breite des Beobachtüngsortes (nebst erstem Azi- 
mnthe) daraus bestimmen. 

In Bezug auf die Richtung, nach welcher der Unterschied zweier 
Azimnthe gemessen wird , wollen wir immer annehmen , dass man 
von der ersten zur zweiten Beobachtung übergehe, indem man den 
Höhenkreis in der Richtung Nord-Ost-Süd- West dreht. Alsdann 
sey a das Azimuth von S, d. h. bei der ersten Beobachtung, a der so 
gemessene Unterschied, so ist das Azimuth von S', d. h. der zweiten 
Beobachtung = S'ZP, entweder = a + a im ersten Falle der Fig. 75, 
oder « + a — 360° im zweiten, da für diesen Fall SZS' = 360° — a 
nnd S'ZP = SZP - SZS' ist ** 

Fig. 75. 




In den Dreiecken ZPS, ZPS' hat man 

sin d = sin h sin (p + cos h cos (p cos a , 

sin d'—sin h sin <p -f- cos h cos (p cos (a -f- a), 

* Der Unterschied der Azimnthe wird, wenn man mittelst eines Theodoliten, 
der einen Höhenkreis hat, beobachtet, auf dem horizontalen Kreise geradezu abge- 
lesen. Die direkte Beobachtung eines Azimuthes setzt die Kenntniss der Meridians- 
richtung auf der Erde voraus; umgekehrt aber wird auch die Kenntniss eines Azi- 
muthes diese Meridiansrichtung geben. Null werden wir in den folgenden Auf- 
lösungen jeweils das Azimuth bestimmen, oder doch leicht bestimmen können , so 
dass damit zugleich auch die Aufgabe gelöst ist, die Richtung des Meridians in 
dem Beobachtungsorte zu bestimmen. Kennt man diese einmal, so lassen sich 
dann leicht auch direkte Azimnthe messen, was einer weitern Erläuterung wohl 
nicht mehr bedarf. 

** Die Azimuthai-Unterschiede gehen bis 360°. Die zwei Falle der Figur 
unterscheiden sich durch die Lage der Sterne am Bimmelsgewölbe. Es ist übrigens 
SH = S'H' gedacht und bei der zweiten Beobachtung der Stundenwinkel kleiner 
als bei der ersten. 
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welche Formeln allgemein gelten, daco*(a+a— 360 °) =00* (a -ha). 
Vergleicht man dies mit I (wo ö und h zu tauschen sind), so 
hat man 

C08§ - coshsinii 'W-T^i*' 

C08 *- coshcosizsint ' ainy-sintsin^,. 

Wir haben in unserer Ableituug beide Beobachtungen östlich 
vom Meridian vorausgesetzt. Wie in I ergeben sich aber noch 
folgende Fälle: 

1) Die eine Beobachtung östlich, die zweite westlich vom Me- 
ridian. Jetzt ist das erste Azimuth (et) Östlich, das zweite westlich; 
der Unterschied sey wieder a, gemessen, wie bereits angegeben. 
Das zweite Azimuth ist jetzt immer 360° — (a + a), wie man leicht 
sieht, da a+ der Summe beider Azimuthe = 360° seyn muss. Die 
obigen Formeln bleiben also ungeändert. 

2) Beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Das 
erste Azimuth sey wieder a, a der wie bereits angegeben gemessene 
Unterschied, so ist das zweite = a — a oder a — a + 360°, so dass 
in obigen Formeln blos — a für a zu setzen ist. 

3) Die erste Beobachtung westlich, die zweite wieder östlich 
vom Meridian. Die Azimuthe (erstes westlich, zweites Östlich) 
sind a und a — a; da aber co*(a — «) = cos(a — a) , gilt jetzt die- 
selbe Auflösung wie in Nr. 2. 

HI. Aus drei, auf der östlichen Seite des Meridians gemesse- 
nen Höhen h, h', h" desselben Fixsterns, so wie den gemessenen 
Zwischenzeiten, die Breite des Beobachtungsortes (nebst Deklination 
des Sterns und Stundenwinkel der ersten Beobachtung) zu be- 
stimmen. 

Ist wieder q> die Breite des Beobachtungsortes, d die (unbe- 
kannte) Deklination, s der (unbekannte) Stundenwinkel der ersten 
Beobachtung, t, die in Winkel verwandelte Zwischenzeit zwischen 
der ersten und zweiten, ersten und dritten Beobachtung, so hat 
man wie in I: 



Digitized by Google 



desselben unbekannten Sternes und den gemessenen Zwischenzeiten. 301 



sinh = sinip sin Ö -f- cos q> cos öcoss, 
sin h' = sin (psind -f- ces <p cos Ö cos (s — t) , 
sin h"= sin ysind + cos <p cos 6 cos (s — *'). 
Hieraus ergibt sich durch Subtraktion: 

h' + h . h'— h tt ' / \ \ ' \ 

cos — — sin — — = cos g> cosöstn (s — \x ) sin\ t , 

h'M-h . h"-h . ' A . t , 

co« — - — «n — - — = cos (p cos o sin {s — \r)8in\r> 
2 2 

woraus durch Division: 

h' + h . h'-h 
C08 2 ÄW 2 sin(s-\t)sin\r 



d. h. 



h"-hh . h"-h *m(8-J<)*w^T' , 
coa — — sin— — 

h' + h . h'-h 

s? n(s — - |t) 2 2 

am (s -**')"" h"-+-h . h"-h 

co* — - — sin — — sin\r 
2 2 

also 

*m(s — Jf) = a«»(s — Jt')i «Yisco^t — coasatnj* = &sinscos{t' 

— acoasa^n^t', 

woraus, nachdem man mit coas dividirt: 

tg&(cos\x — *cos\t s ) = sin\% — Sksin\J> 

sin\% — aamix' 

tgs = — \ f-,. 

coajt — acoajr 

Da s zwischen 0 und 180° liegt, so bestimmt diese Formel s 
ganz unzweideutig. Will man jedoch, behufs logarithmischer Rech- 
nung, eine bequemere Formel haben, so ist: 

#in(s — W) 4- am(s — \ t) _ 1-f- a 
sm(s — W) — «n(s — £t) ~~ 1 — a* 
sin[&—{(r'-ht)]co8{(t-t') _ 1-ha 
cos[%-{{x f +7)\8in\{t-t') ~l-a' 

Setzt man nun 

_ cotfKh' + h)amj(h' ~ h)gm j*' 
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also 1-t-a 1 + tgy , 0 . 

so ist 

[• - H* + *')] cotffi (t - tO = tg (xp + 45°) , 
0 + *')] = " Hl H*' ~ 0 & (V + 45°). (a) 
Da s — |(t-t-t') zwischen 0° und 180°* liegt, so bestimmt 
diese Gleichung s — { (t + r'), also auch s. Nunmehr ist 

h + h' . h'-h 

C08<pC08Ö = —r-p . v . . , 

und ferner 

sinh — sin (p sin 6 -\-cos(p cosöQ. — 2 sin 2 -) 

— 8in<p8ind-\-co8<pco86(2co8*— — - 1), 

z 

d. h. h-f-h' . V— h 

2co* — - — *m — - — 

s 



*mh = cwfy -<5) — , — «V-, 

«w(s — £t)*2w$t 2 

. h + h' . h'-h 
2 <jo« — - — 8in — : — 

v 2 s 

Hieraus folgt _ b + h' . h'-h . a s 

2co8 — *zn — — *m J - 

<?OÄ(y-«)=«nhH r-7- . , . t , 

8tn(& — \x)sin\t 

m h-r-h' . h'-h -8 

2 CÖ5 — - — sin — - — cos — 

C08(q>+d)~—8inh-\ 



8in(& — \x)8in\t 
Man bestimme nun | so dass 



r&uus — 



0 h'-r-h . h'-h 

Z cos — - — 8in — - — 



2 r «nh«n(s- \t)8in{t 

0 h"-hh . h"— h 
2 cos — - — sin — - — 



***** 2^/ sinh st: 



2 V sinhsinis-W)^**' 



* Das<180°, so ist natürlich s — | (t-+-t')< 180°; dann sind ■ -t, s - «' 
positiv, also auch 2s - (t+tO>0, s - f (t+»')>0, und mithin in stärkerem 
Masse s - |(t-f- tO>0. 
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was immer möglich ist, da h">h'>h seyn wird. Alsdann ist 

cos (m — ö) = sin h -f 8 in h tg 2 £ = -^tü , 

C08 2 $ 

C08(g>-\-d)= — sinh -f- sink tg 1 !; cotg*-z 

—8inh(tg 7 £cotg*^ — \) 

' sin 2 ^co8 2 ~: — cos 2 k sin 2 ^: \ (b) 
2 2 ' 
— sinh ; 

C08*%8in*~ 

«»(i + |)«n(|-|) 

= sinh . 

cos 1 £sin 2 — 

Sind y, y' zwischen 0° und 180° liegende Werthe von g> — 
9 + die hieraas folgen, so hat man, day + d positiv oder negativ 
seyn können, nie aber 180° übersteigen: 

?P-* = y» IflP— * = 7. jg? — d= — y, y, 
y-M = y', |<p-M= — y', |y + ä = y' f (9 4- fl=— y', 

d. h. » 

»=Kr+rt, {»=i<7-r% jg»=*(r # -r). |g> = -Kr'+r)> 

Da sich nun in der Wirklichkeit leicht wird entscheiden lassen, 
ob g> = ±$(y-r-y% oder =+J(y' — y), so geben die (b) die ge- 
naue Lösung unserer Aufgabe. 

Man hat also : 

co*^(h' + h) *m|(h' — h) sin^r' 
cos\ (h" -h h) sin J (h" - h) sin { t ' 1 
# [s - i 0 + *')] = - tg{ (t' - 1) tg O + 45 °) , 

^-«« 2 V sin\L8in(&-\x)8in\t ' « 
co5(g)~a) = — ^, + = : • 

COS £ ]l . «o 
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Im Vorstehenden wurde vorausgesetzt, das alle drei Beobach- 
tungen östlich vom Meridian gemacht wurden. Es sind aber noch 
folgende Fälle möglich : 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Für s — %' hat 
man nunmehr t' — 8, so dass die Grundgleichungen dieselben bleiben. 
Dasselbe gilt für die Eormeln (b). Was (a) betrifft, so sey X der 
zwischen 0 und 180° liegende Winkel für den 

tgl = -tgi(t'-T)tg(y + 45°) t 
so ist (erste Abthlg. §. 11) 

8-J(* + O=*-T-n.l80°, 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach 

s = A-f-A(*-r-*')-f-n.l80°, 

und man hat die ganze Zahl n so zu wählen, dass s zwischen 0 und 
180° fallt, was offenbar nur einen einzigen Werth für n gibt. (Wäre 
z. B. X = 135°, i (t H-tO = 76°30', so wäre X + {(* + *') = 211 °30" 
also müsse n=-l d. h. s = 21i°30'- 180° = 31°30' seyn.) * 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Fürs — t, s— t' 
sind zu setzen t—s, s, so dass die Grundgleichungen dieselben 
bleiben. Für (a) gilt dasselbe wie so eben unter Nr. 1. 

3) Alle drei westlich. Jetzt treten s «+• t, s «+■ %' an die Stelle 
von s t, s t', so dass also — t, — %' für t, t' zu setzen sind. 
Man hat demnach: 



*7Y = 



h-f-h" . h-h" . 4 



*9 [s + {{f + *)] = fci( T ' - t)tg($ ■+• 45 °), 



0 h + h' . h-h' 

2 cos — - — am- 



%\f 2 2 



2 f sinhsin (s -f- \ t) sin\x 

a h+h" . h-h" 
^ [L cos — - — sin — - — 

-azn S V 2 2 

2 ainhain{s+\t')ain\t' 



* Dasselbe Resultat fände sich, wenn man X aus obiger Formel negatir 
nähme , nämlich = — 45°, wodurch s = X -f- * (r x) = 31 °30' würde. 
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Drei Hohen desselben Sterns und Azimutu-Unterschiede. 305 
Die (b) bleiben ungeändert. 

4) Die zwei ersten westlich, .die dritte östlich. In Nr. 3 tritt 
360°— (s -*-*') an die Stelle von s+t', so dass Alles bleibt, wie 
so eben. Der Werth von s wird in ähnlicher Weise bestimmt, wie 
in Nr. 1. 

5) Die erste westlich, die zwei andern östlich. Die Auflösung 

in Nr. 3 bleibt auch hier. 

Im FaUe Nr. 1 hönnte fi = h", oder h' = h" seyn. Für h = h" ist in obigen 
Formeln offenbar 

cos (pcvs!> sin (s — \x')svn\t i = 0, 
also da nicht cos v , cosö, sin \ x 4 Null sind, ist sin (s — \ x*) = 0, d. h. 8 = \t\ so 
dass s ganz direkt bestimmt ist , nnd man der Formel (a) nicht weiter bedarf. 
Zur Bestimmung von tg £ wählt man nun den ersten Werth. — Für h' = h" hätte 
man s = |(tH-t'), oder man könnte die Formeln des Textes geradezu auwenden. 

Im Falle Nr. 2 könnte h = h', oder h = h" seyn. Für h = h' wäre s = \x und 
man würde zur Bestimmung von tgi den zweiten Werth wählen; für h = h" wäro 
b = * x' und für tgi hätte man den ersten Werth zu nehmen. 

Für Nr. 4 könnte h = h", oder h' = h" seyn. Da jetzt für h = h" (und - x* 
statt x') ; 

cos g> cos 6 sin (s 4- £ x') sin \ x' = 0 , 

so ist *tn(s + \f)=0, also s-hjf = 180°, mithin s = 180°- üebrigeus wäro 
jetzt auch y — 90°, wodurch man dasselbe erhalten würde. Der Fall h' = h" kann 

n +W 

geradezu durch unsere Formeln erledigt werden ; übrigens ist dann s= 180 - — . 

2 

Für Nr. 5 könnte h = h', oder h = h" seyn. Wenn h = h', so ist s = 180° 
-\x; wenn h = h" : 8 = 180° - 1 x'. Das üebrige ist wie so eben. 

IV. Aus drei auf der Östlichen Seite des Meridians gemessenen 
Höhen desselben Sterns, so wie den gemessenen Unterschieden der 
Azimuthe soll die Breite des Beobachtungsortes (nebst Deklination 
des Sterns und erstem Azimuthe) berechnet werden. 

Seyen b, h', h" die drei beobachteten Höhen, * ö die Deklination 
des Sterns, « das erste Azimuth , nnd man habe die Azimuthdiffe- 
renzen so gemessen (Nr. II) , dass man von der ersten zur zweiten, 
und von der ersten zur dritten Lage in der Drehungsrichtung Ost- 
Süd- West-Nord fortgeschritten ist; dieselben seyen a, a', so hat 
man wie in n: 



* Welche HShen natürlich vorerst um die Strahlenbrechung zu corrigiren 
(erniedrigen) sind; dieselbe hängt Übrigens blos von dem Zustande der Atmosphäre 
nnd der Höhe ab. 

Dienger, Trigonometrie. 20 
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306 Die Breite wird bestimmt ans drei gemessenen Höhen 

sind =■ einbringt 4- cosh cos cp cos a , 

sin 6 — sin h' sin<p 4- cps h' cos <p cos(a 4- a) , 

sin ö = sin h" sin <p 4- cos h" cos g> cos (a 4- a') , 

woraus <p, ö, a zu bestimmen siod (a und a' sind positiv, können 
aber von 0° bis 360° gehen). Durch Subtraktion folgt aus diesen 
Gleichungen : 

i 

0 = sin (p (sin h — sin h') -+- cos <p [cos h cos a — cos h' cos (a 4- a)], 
0 = sin q> (sin h — sin h") 4- cos q> [cos h cos a — cos h" cos (a 4- a')] . 

Nun ist (erste Abthlg. §.16): 

sinh — sinh' = 2cos{(h 4- h')rini(h — h') , 
sin h — sin h' ' = 2 coä J (h 4- h") «n f (h — h") ; 
h cos a — cos h ' cos (a 4- a) = £ (cos h — cos h') [cos a 4- co* (« 4- a) | 
4- i (cö« h 4- cos h') [<?ös « — cos (a 4- a)] 
= 2 «m4 (h 4- h') sin\ (h' - b) cos (a 4- * a) $ a 

-4- 2 <?0$$ (h n ') Cö * i 0 1 ' ~~ n ) w#n (a + 1 a) «n^ a , 
cos h co» a — cos h" co« (a 4- a') — 2 *zn £ (h 4- h") «in £ (h" — h) X 
cö* (a 4-J a') co8{ a' 4- 2 (h 4- h") cos J (h" — h) sin (a 4-J a') $m £a', 

folglich, indem man zugleich durch co«y dividirt: 

0 J (h 4- h')*m J (h — h') y + «m j(h + h') «h { (h' - h) X 
cos (a-f-Ja) C0«£ a 4- co* $ (h 4- h') cos % (V — h) *tn (a 4- J a) «t*n£ a, 

0 = cosi (h 4- h") sin } (h - h") y + *m| (hH-h") «j»K h "— h ) X 

cos(a+ }a0 A»}a' 4- <?o*K h + h")«wl(h"- h)*m(<t + ja')«m$a'> 

woraus für y zwei Werthe folgen. Setzt man 

tgy—tgfa cotg $ (h' — h) cotg £ (h' 4- h) , 
tg xp'=tgh a' coty * (h" - h) cotg J (h" + h), 

so hat man: 

- 

tg g> = tg \ (h H- h 0 cos (« + t a) cos \ a 4- tg \ (h ' — h) sin (a + $ a) sin } a 
= tyj (h 4- h') co« (a H- J a) co« J a + ^ t/; tg \ (h 4- h') C0*£ a (a 4- i a) 
= ty|(h 4- hO cos\&[cos(a + Ja) 4- «21 (a 4- { a) ^ tp] 
t g % (h 4- h') cog J a co»(cg -h ja — tp ) 

und eben so 

_ tg j (h + h y/ ) cog j a y cog (« 4- \ a y — y/Q 
Ganz eben so erhielte man übrigens auch 
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desselben unbekannten Sterns nnd den gemessenen Azimuthdifferenzen. 307 

tgy—sin\* cotg\ (h' — h) cos (a 4- J a) cotg \p 4- 
H- cotg\ (h' — h) «n (ja 4- J a) «mj a 
_ gm J a cotg\ (h'— h) cos Q 4- J a — i/Q 

«w ^ 

__ sin J a' co^7 J (h' ' — h) co* (a -I- Ja/ — tp') 
g ^ ~~ üinxp' 
Demnach: 

cos (a 4- J a — \p ) J ( h 4- h") <?o« J a' cos \p 
cos (« 4- J a' — ip') ~ tyj(h4- h')tt>£ J aosy' ' 

co(^ J (h" — h) «tn J a' *m if> 
eoty J ( h' — h) ,9//< i a i// ' 

Setzt maD die zweite Seite = A, so erhält man hieraus, in- 
dem man zu 1 addirt, oder von 1 subtrahirt, und die Resultate 
dividirt 

cos(a + Ja'— \p') 4-C0Ä(«4-$a — xp) _ 1 4- A 
cos(a 4- Ja'— \p') — cos{a 4- Ja — xp) 1 — A* 

d. h. (erste Abthlg. §.16): 

c os [a 4- 1 (a + a ') ~ i Oft + *ftO] cos [{ (a — aQ 4- J Oft' — xp)] 1 4- A 
sin [« 4- { (a 4- a') - J (ift 4- V) 1 [Ua-a')4- JOf'-tftXl ~ l^Ä ' 
Also wenn 

tgS = A t \~ =1g {£ + cotg (45° 

cotg [> + J (a 4- a') - J Oft 4- ift')] coty [ j (a - a') 4- J Oft' - tft)] 

= ^(64-46°), 
[« + i(a + aO- J.(V» 4- V')] = coty (1 4- 45°) coty [J (a - a') 

-M0ft'-*ft)]. 

Sey nun X der zwischen 0 und 180° liegende Werth von «4- 
i (a 4- a') — J Oft 4- tft'), der hieraus folgt , so ist allgemein (§. 11 
der ersten Abthlg.): 

«4-{(a4-a')-J0ft4-tft') = A + n.l80°, 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Man hat also 

a = A 4- n. 180° 4- JOft 4- ift') - {(a 4- a'), 
und da a zwischen 0 und 180° liegt, so hat n einen einzigen, immer 
leicht zu bestimmenden Werth. Kennt man nun a, so gibt tgq> den 
Werth von q> t und ö wird sodann aus den ersten Gleichungen 
gefunden. 

20* 
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308 Drei Höhen desselben Sterns und Azimuth-Ünterschiede. 

Zur Auflosung der Aufgabe hat mau also: 

tg^ = tg\ti cotg \ (h' - h) cotg J (h -f- h'), 
tg = tg \ a' cotg \ (h"— h) cotg J(h -f- h") , 
tg \ (h + h") cos j a' cos \p _ tg\ (h' — h) sin j a' gm \p 

9§ ~tg$Qi + h') cos i a coij/ ~ tg $ (h" - h) sin J a sin * 

Jl = coty Ö + 45 °) cotg [{ (a - a') -f- i 0/>' — V)] , 
« = * — J(a4-aO + K^H-V) + n.l80 0 , 

tg{(h-t~h') cosfacos (cc-fja — i/Q 
costp 

, _ cofo{(h'--h)Mwjacoa (a -f- ja — 



sinxp 




tg \ Qi -h h") cos \ a' <?<w (a + \ a' • 








cotg\Qi ,i — h) \ a' <?ö* (a + J a' 









Im Vorstehenden wurden alle drei Beobachtungen als östlich 
vom Meridian angestellt angenommen. 

Wie in III hat man jedoch noch folgende Fälle zu betrachten : 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Schreibt man 
wieder vor, dass man bei Messung der Azimuthdifferenzen zwischen 
erster und zweiter, erster und dritter Beobachtung die Drehungs- 
richtung Ost-Sud- West-Nord einhalten müsse, so sey a das erste 
(östliche) Azimuth; alsdann ist a + a oder .a-f-a— 360° das zweite, 
360° — (a + a') das dritte. Die obigen Gleichungen bleiben also 
ungeändert. 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Das erste 
(östliche) Azimuth sey a, so sind die andern 360°— (a-f-a), 360° — 
(a-ha') (beide westlich), also bleiben ebenfalls die obigen Glei- 
chungen ungeändert. a, a' sind in demselben Sinne, wie oben, ge- 
rechnet 

3) Alle drei sind westlich. Die (westlichen) Azimuthe sind : 
a für die erste Beobachtung; a = a, oder 360°-{-a **-a Mir die zweite ; 
a — a' oder 360°H-a — a' für die dritte. Also treten — a, — a' 
an die Stelle von a, a', d. h. man hat : 
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Drei bekannte Sterne in gleicher unbekannter Höhe and Zwischenzeiten. 309 

I 

tg rp = tg \ a cotg \ (h - h') cotg *(h 4- h') , 

f'= tgh*' ™tg\(h - h") cotg\ (h 4- h"), 

fc _ tg i (h h") tf05 t a ' C0Ä V* _ tg { (h — h') sin \ a' 
^ tyi (h + h') co* i acos y' ~ j (h - h") sin\ zsin x\>" 

tgk = cotg (| + 45 °) cotg {\ (a' - a) + \ W - tf)] 

« = A44(a + aO + i(V> + + 180°, 

tyj(h + h')co8 \ &C08(a — $ a — \p) 
J v ~~ co* t// 

cofo U h ~ n 0 jagog(tt-}a-i|)) 
tgj (h H- h") ^^^(»(a— ja'— y/) 
cofoj(h— h ")8in\n'co 8(a— |a'— y/) 

4) Die zwei ersten westlich, die dritte östlich. Die Azimuthe 
sind «; « — a oder 360° + a — a das zweite; a' — a das dritte. Die 
Formeln in Nr. 3 bleiben also ungeändert. 

5) Die erste westlich, die andern zwei östlich. Die Azimuthe 
sind a, a~«, a' — «, also bleiben wieder die Formeln in Nr. 3. 

V. Drei Sterne, deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, worden in derselben, weiter nicht bekannten Höhe beobachtet, 
so wie die Zwischenzeiten ihrer Beobachtungen gemessen* 

Da die Lagen der Sterne bekannt sind, so kennt man nicht nur 
ihre Deklinationen d, Ö', Ö", sondern auch die Winkel am Pol, 
welche ihre Deklinationskreise (Stundenkreise) mit einander machen. 
Gesetzt nun, die Deklinationskreise zweier Sterne machen mit ein- 
ander den Winkel ß, so wird, wenn s der Stundenwinkel des einen 
Sterns ist, der des andern zu gleicher Zeit s + ß seyn, wenn letz- 
terer östlich vom ersten steht auf der östlichen Seite des Meridians; 
zu einer Zeit t später, wird er also & + ß± 15 t seyn. Aus diesen 
Andeutungen wird man leicht entnehmen, wie man immer die 
Unterschiede der Stundenwinkel der drei Sterne für die drei 
Beobachtungen angeben kann; sie seyen t, t', so hat man 
jetzt: 
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31 0 Drei bekannte Sterne in gleicher unbekannter Höhe und Zwischenzeiten. 

sin h = sin 6 sin <p + cos8 cos ycosB, 

sin h — sin 8' sin y ~h cos 8' cos q> cos (s + t), 

sin h = sin 8" sin<p + cos 8" cos q> cos (s 4- t'). 

Vergleicht inan dies mit IV., so erhält man sofort: 
tg\p = tg\xcotg\{8 4 — 8)cotg\(8' + 8), , 
tgtp'=tglt'cotgl(ö" - 8)cotg\(8" + 6% 
t. _ tg{(8 + CQ * t x 1 cos tp ig \ (Ö' — 8) sin j r' am y; 

X = c*ty (45 0 + £) cotg ß (t - *') + i (^' - *f)] . 
s = X - J( T + t') + + v»') + n. 180°, 



j (6* + 6Q CO* £ t cos (s -hj* — if;) 





costy 




tg\(8-hi 


y 4 )cos\x' cos(& + \x' - 


-V) 




C08\\)' 




cotg{(6'- 


- 8)sin^xcos(a-\- \x 


-*) 




sin\p 




cotg $ (8" 


— 8) sin \ x' cos (s -+- \ %'• 




sin \\>* 



Als Zahlenbeispiel wollen wir das folgende (von Gauss in 
der monatlichen Correspondenz 18. Band, S. 289 gegebene) bei- 
fügen. 

Die beobachteten Sterne waren: a Andromeda (östlich vom 
Meridian), a kleiner Bär, aLeyer; die Zeitunterschiede (Sternzeit): 
14 Min. 4 Sek. = 3°31', und 31 M. 55 S. = 7° 58' 45"; der Winkel 
der Stundenkreise der zwei ersten Sterne ist 14°7'50 # 55" östlich, 
des ersten und letzten.82°l'5 , 55 // westlich; die Deklinationen der 
drei Sterne sind: 28 0 2'14*8", 88°17'5-7", 38°37W. Also: 

T=4-14 0 7 / 50-55 / '-3°31 / --M0 0 36 / 50-55 // , t'=-82 0 1 / 5*55" 

- 7° 58' 45" = - 89° 59' 50-55", 

<5 = 28°2'14-8", 6"=:88 0 17'5-7", 6"" = 38°37'6-6", 

woraus: % 

i(d' -ö") = 30° 7' 25-45" \{8' + 8) = 58° 9' 40-25", 
t (ö" - 8) = 5 0 1 7' 25-9", } (<5" + 8) = 33 0 1 9' 40*7", 
$t = 5°18'28-27", Jt' = - 44 °59 / 55' 27". 
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Drei bekannte Sterne in gleicher unbekannter Höbe u. Azimuthdifferenzen. 311 



logtg\t- 
logcotgl(ö'—6): 
logcotg\(ö'+d) 

logtgtp- 

logtg\(6«+öy. 
log cos {t 1 . 

logC08\p: 

ElogtgW+d)'- 
Elogcos^f. 
Elogcostp'- 
logtg%: 

45° + {: 



: 89679725 
02363974 
: 9^930670 
: 8*9974369 
:5°40'37'95" 
=9-8179461 
: 9*8494950 
9-9978645 

0- 7930670(-) 
: 0-001 8655 

1- 2162246(— ) 



%^i T '=9-9999801(-) 
log cotg{(ö" - ö) = 1 -0333869 
logeolg i (3"+d)= 01820539 

%^Vi'=l-2164209(-r-) 
ip'=93°29 / 4-93 // 

K*-O + i0f'-v) 

= 69°3'23-76" = y 
%coty(45°-t-£) 

=0-1857383(-) 
log cotg y = 9'5828937 
%tyA=9*7686320(-) 
A=149°35'14'7l" 



0*6764627(-) 

: 1 01 0 53' 4 1 -29" X — { (r + t')+}^ + V>') 
: 146°53'41-29". = 219°0'51-14", 

n= — 1, 

s=39»0'5114". 

s-h^-V/=38 0 38'38'46". 

log tg \ (Ö' + ö)- 0*2069330 

log cos {t = 99981344 

log cos (s -\- {t — *p) = 9*8926738 

Elogcosy = 0-0021354 

logtg(p = 0-0998766 

9 = 61 0 3rö]'45". 

Die hier angegebenen Sternörter sind die scheinbaren vom 27. Aug. 1808, 
als dem Tage der Beobachtung; sie ändern sich mit der Zeit nach bekannten Ge- 
setzen, so dass zu verschiedenen Zeiten dieselben aueb verschieden sind. Unsere 
Formeln verlangen natürlich die Kenntniss dieser scheinbaren Sternörter , welche 
letztere in dem „Berliner astronomischen Jahrbuch 41 für alle Tage des Jahres ge- 
geben sind. Die Deklinationen sind dort geradezu angegeben; was die Winkel 
der Deklinationskreise anbelangt, so ist in den Tafeln die gerade Aufsteigung 
jedes Sternes angegeben , d. h. der Winkel , den der Deklinationskreis des Stems 
und der des Frühlingspunktes (§.28, I) am Pole mit einander machen. Die- 
selbe wird von Westen gegen Osten von 0° bis 360° (gewöhnlich von O h = 0 Stunde 
bis 24 b ) gezahlt » 

VI. Drei Sterne, deren Deklinationen (d, ö\ 6") bekannt sind, 
worden in gleicher, jedoch nicht weiter bekannter Höhe beobachtet, 
und die Unterschiede ihrer Azimuthe gemessen. * 



* Um diese Beobachtungen anzustellen , bedarf man eines Theodoliten , der 
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312 Die Breite wird bestimmt aus den 

Mit Beachtung Ües früher Gesagten wird man bei den vielen 
hier möglichen Fällen die Winkel a, a' (positiv oder negativ zu 
nehmen) angeben können , so dass 

sin Ö — sin h sin (p + cos h cos <p cos a , 

sin 6' = sin h sin <p 4- cos h cos <p cos (a a) , 

sin fl"= sin hsin<p-i- cos h cos <pcos(a-+- a'). 

Daraas folgt wie in III : 

cos i (d -f- ö') sin j(ö' — 6)sin\2L' 
— cos{(ö-t-ö") sin{ \ö" — ö) sin{ a ' 

tgX = - a)^(V» + 46°), a = A - J(a' + a) -h n . 180°, 

. t . a -i/2c0*i(0 + $')«nH* — *') 
* 2 1 ttii0*m(a + ia)0tj»$a 

«m*«ui(£+ «m (§ - f ) 

<?o«(tj)-h) = — ^, (?o*(g)+h)= ; 

cos^gsin-- 

ergeben sich hieraus y, /' für <jp — h, g?4-h, so ist gj = 
oder =±K/'— y)- 

VII. Zwei Sterne, deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, wurden zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Höhen über 
dem Horizonte beobachtet. Man soll hieraus die Breite des Be- 
obachtungsortes finden. 

Seyen Ö, 6' die bekannten Deklinationen; h', h' die ebenfalls 
bekannten Höhen der beiden Sterne ; s der Stundenwinkel des ersten 
Sterns bei der Beobachtung , so wird man aus der bekannten Lage 
beider Sterne und der Zwischenzeit der Beobachtungen die Grösse 
r finden können, so dass s + r der Stundenwinkel bei der zweiten 
Beobachtung ist Man hat nun : 



einen Höhenkreis hat , welcher übrigens nicht einmal eingetheilt zu seyn braucht. 
Man stellt das Fernrohr auf einer gewissen Höhe fest, die eben der Höhe der drei 
Steme entspricht und beobachtet sodann die Azimuthdifferenzen. 

Ist a ein östliches Azimnth , also der erste Stern, dessen Deklination 6 ist, 
Östlich vom Meridian beobachtet, so sind die im Texte angogebenen Formeln ge- 
radezu anwendbar, vorausgesetzt, dass man die Azimuthdifferenzen in der in II 
angegebenen Weise rechnet. Ist dagegen a ein westliches Azimuth, so hat man 
— a , — a' an die Stelle von a, a' zu setzen. 
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zweier bekannter Sterne and dem Zeitunterschied. 313 

sinh = sin8sin<p + cos8cosg>coss t ) 
sin h'= sin 6 1 sin g? + cos 8' cos <p cos (s 4- r), j 

aas welchen Gleichungen q> und s gesucht werden. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

sin 2 h = sin 2 8 sin 2 qo -t- 2 sin 8 cos 8 sin (fi cos <p cos s+cos 2 8 cos 2 q> cos 2 s, 

nnd hieraus : 

1 — cos*h = (1 — cos 2 8)sin 2 (p + 2 sin 8 cos 8 sin q> cos <p cos s 

-h cos 2 q> cos 2 s(l— sin 2 8) t 

d. h. 

1 — cos 2 h = sin 2 <p — cos 2 8sin 2 q> -\- 2 sin 6 cos 8 sin <p cos (p cos s 
-4-C08 2 <f)C08 2 S — cos 2 <p cos 2 8 sin 2 8 1 

1 — co8 2 h = sin 2 <p — co8 2 ösin 2 <p -+• 2sin8cos8sin(pcos<pcoss 
-hco8 2 q)(l—8in 2 s) — co8 2 <f) cos 2 s sin 2 8, 

woraus leicht: 

cos 2 h = cos 2 8sin 2 q> — 2 sind cos 8 sin q> cos y coss 

-\-co8 2 q)808 2 &sin 2 6 + cos 2 cp8in 2 & 
= (cos ö *m <p — cos q> sin ö cos s) 2 + (cos q> sin s) 2 , 

oder 

'cos 8sin<p — cos q> sin ö cos s\ 2 (cos <p sin s\ 2 



= 1. 



(cos8sin<p — cos q> sind cos s\* ^ Scosq)Stn8 \ 
cosh ) \ cosh ) 

Hieraus schliesst man, dass ein Winkel y möglich ist, so dass 

cos 8 sin q> — cos q> sin 8coss cosepsins . x 

-— ^ = C08ib, : — ^srntp. (b) 

cosh T cosh T v ' 

Die beiden ersten Gleichungen in (a) und (b) sind nun: 

sindsin(p -f- cos 8 cos & cos y = sinh , 

cosösin q* — cos <p cos s nn 8 = cos\ft cos h ; 

zieht man aus denselben die Grössen sinq> und cosqi cos s, so er- 
gibt sich: 

*mg) = 5mh«mö + coÄi/;<?o«hco«5, i 

Die zweite Gleichung (a) ist 
sinh' = sin8'sinq> ■+■ cos 8* cos % cos qp cos 8 + cosS'sintcosysins, 
also wenn man beachtet, dass nach (b)cos(psin& — coshsinty, und 
aus (c) die Werthe von aw<p und coaqp coas einsetzt: 
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314 Die Breite wird bestimmt aas den gemessenen Höhen 

«mh'= sinhsinösinÖ' -+■ cosipcoshcosösinö' -+■ sinh cosö cosö' cosx 
— costpcoshsinöcosö'cost — cosö' sinxcoshsinip } 

d.h. 

Ä?n h' — sin h sinösin Ö' — sin h co* ö cos Ö' cos t = 
cos tb cos h {cos ö sin Ö' — cos Ö'sin 8 cos x) — cos Ö' sin x cos h sin xf). 

Man bestimme nun den Winkel £ so dass ' 

cosösinö' — cosö' sinöcosx 
cot ^ = Ä -* 

so erhält man: 

sinh'— sin h sin Ösin ö' — sin h cos ö cos ö' cos t cos ö' sin x cos ( £ + 

cosh sini; 

oder 

. ' - sinlisinW-sinYisinösinö'-sinhcosÖcosÖ'cosx) 

C08Q + Xp) = , (d) 

cos h cosö Sinz 

woraus, bei bekanntem f , nunmehr xp erhalten wird. 

Aus der zweiten (b) und der zweiten (c) folgt nun: 

coshsinxp , . 

tgs—-— \ ; (e) 

sin hcosö — cos h sin Ö cos ip 

und dann folgt <p aus (c), wozu man s nicht nöthig hat, oder aus 
der zweiten (b) und der ersten (c) : 

ftins(8inhsin8 -hcosh cosö cos iti) 

tgy = r—^-. ~. (0 

cos Ii sinxp 

Will man die Rechnung etwas bequemer einrichten , so bestimme 
man einen Winkel p so dass 

ta Ö* 

tgyi— , (sind* — cosö' cos t tgp) t 

so ist 

* M . cos ö cos ö' cos Ttgn — cos Ö' sin ö cos % 

cosö' sinx 

. , CJ • cotgxsinipi — Ö) 
= cotgxicosötgtt — sinö) — — : . 

C08 (l 

* 

Macht man ferner 

tff f = ~^~T » ( ww h = cos h cos xptgt), 
cos %p 

so ist 
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*mh cosö — cosh sind cosxp = cos ö cosh cosxp tgt— cosh sind cosxp 

C08\iC08\p8in(X— ö) 

~ cost 

tg^-^Pi, -CO 

* 8in(£—ö) 

und 

Stüh sind + cosh cosö cosxp = cosh cosxp tgteinö -f- cosYi cosö cosxp 

C08h C08XpC08(X—8) 

C08£ \ * 

sinscosit — Ö)cotgxp 

Tin • 

« 

C08 f tföty S 

tg<p = cotg (X — Ö) cos 8. (f ) 

r 

I 4 

Uebrigens ist auch nach (c) 

C08 h C08 Xp 008 (f — 0 ) 

sintp = cosh cosxp tgtsinö + cosxp cosh cosö = ~ — 

= r-* , (g) 

da man cosh co* xp = sinh coty f hat. 
Eben so ist 

sinhsinösinö' -f- sinh cosö cos Ö* cos t = «Yih [«mtf o'osä'ttMTtyji 

0t7l h COS fl' COS t COS (jLt — 3) 
COÄjU 

also 

sinh cosö' cos t c os (p— Ö) ^ sing 
«w(6 + V0 = L«frt» — J«whcwa'«iir 

i 

und wenn man endlich 

sin h co« ö' co« t cos (/* — <5) 



cösh'co«^ 



setzt, so ist 

cosQ + ip) — cosö'sint ) coshcosi\cosö' sinx' 

Zur Auflösung unserer Aufgabe hat man also: 
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tgb* co8\itgt _8inhco8Ö'costco8(p—Ö') 

^-rinöT-^' cosh'coan ' 

^iC I Hfl- **'*'* , < h '-» > tat=^ 
r coshcogticoeS'eint' v cosip' 

«hh«w(£— «) 

" n » = — is? — * 

und wenn man 8 will : 

tgtpcost . ,„ BV 

tgs = -~^. — — , tgq> = co8*cotg(£—Ö). 
sin (C — o) 

Die Winkel fi, £, rj t £ sind zwischen 0 und 180° zu wählen; was 
g + xp anbelangt, so gibt es zunächst einen zwischen 0 und 180° 
liegenden Werth a> für £ + ip, aber £ H- 1// = — <a wäre eben so 
zulässig, so dass \p doppelwerthig erscheint, eben so also auch f 
und g>. Welcher der beiden Werthe von g> zu wählen ist, lehrt die 
Ansicht der Aufgabe. 

Als Beispiel wählen wir das folgende: Am 19. Sept. 1830 wur- 
den beobachtet: Arcturusin 16°40'33*5", Athairin49°6'3*7''Höhe; 
der Zeitunterschied betrag 19 M. 18 36 Sek. (= 4 0 49'35'4"). Die 
Deklinationen sind 20°4'23*6" und 8°26'0*0"; Areturus war west- 
lich vom Meridian und der Winkel beider Stundenkreise 83° 39' 13*7" 
östlich. 

Hier ist also h=16°40'33*5", h'=49°6'3*7", o=20°4'23*6", 
o" = 8°26', t = -83 0 39'13*7"4-4 0 49',35*4" = - 78° 49' 38*3". 
logtgö' = 9*1710289 logcosfi= 9*8999221 

E log co8t = 07127205 logtgt=\ 070441 07(-) 

logtgti = 9*8837494 Elogsin(p-ö)= 0*52 55206( -) 
i* = 37 0 25'l7*7" %ty£=ll*1298534(-) 
ji-«=17°20'541" £=94°14'27*9" 

logsinh = 94578196 log sin £=9 9988091 

logcosö' = 9*9952785 logsinh - rj)= 9*8364925 

log cos x = 9*2872795 E log cos h = 0*0 1 86604 

logcos(p—ö) = 9*9797802 E%co*i7= 0*0022013 

Elogcosh' = 0*1839395 Elogcosö'= 0*00472 14 

Elogeos ix = 0*1000779 EZ^^wt= 0*0083098(~ ) 

logtgrj = 90041752 4- 1/>)= 9*869 1945(-) 

v =z 5°45'50*6" f+^=137°43'34*l" 

h'-i 7 = 43°20'13*l" £= 94° 14' 27*9 

xfj= 43°29' 6^2 
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Z 0 <7tyh=9*4764799 %«nh=9*4578196 

E%gQgt// =01393302 logco8{£-8) =9*9996312 
%tyf=9*6158101 E%*m £ =0*4183679 

f=22°26'2*8" %*M<p=9-8758187 
2°21'39*2" g>=48°42'14*0" 

logtg\j)= 9*9770232 

logcos£= 9*9659219 logc<>88= 8*6715069 

Elog8in(£-ö)= 1*3851699 logcotg(X— ö)= 1 1-3848013 

% ^ s = 1 1 -3280 150 logtgq>=\ 0*0563072 

s = 87 0 1 8' 35*2" <p = 48 0 42' 140". 

Mit demselben Recht hätte man auch & -Hf>= - 137 ü 43'341" setzen dürfen 
und dann gefunden = — 231°58'20", *:=154 0 4'14-6'\ f-6=133°59 / 510' / , 
p = -27°7'121". 

Vm. Aas zwei gemessenen Höhen (h , h') desselben Sterns, 
dessen Deklination 6 bekannt ist, so wie ans dem gemessenen Unter- 
schiede der Azimuthe (II) des Sterns bei beiden Beobachtungen die 
Breite des Beobachtungsortes (nebst dem Azimuthe der ersten 
Beobachtung) zu finden. (Beide Beobachtungen Östlich vom Me- 
ridian.) Ist a der Unterschied beider Azimuthe, so hat man 
(Fig. 76) 

sind = sinhsinap + cosh costpcosay 
sin 6 = sin h' sin <p 4- cos hfcos <p cos (a -+- a) , 
woraus <p und a zu bestimmen sind. 

Vergleicht man mit VII, so ergibt sich folgende Auflösung; 

tyh' ^ *. cos fi ton tqöcosh* cosaicos^ji — h) 

C083L u 8lTl(jJl — h) J C08/.1 

"t^+W- cosöcosrjcosh'sim' cosi/J* 

8inÖco8(l — h) 

tgxbcost 

worin wegen der Winkel f, ij, ?, \p y <p dieselbe Bemerkung gilt, 
wie in VII. 

1) Geschieht die erste Beobachtung anf der östlichen, die 
zweite auf der westlichen Seite und ist « das erste (östliche) 
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Höhen zweier bekannter Sterne und Azimuthunterschied. 



Azimuth, so ist das zweite (westliche) 360°— («4- a), also bleibt 
obige Auflösung. 

2) Sind beide Beobachtungen westlich, so sind die (westlichen 
Azimuthe: a; a = a oder 360° + « — a, so dass — a an die Stelle 
von a tritt. 

3) Ist die erste westlich, die zweite östlich, so gilt dasselbe 
wie in Nr. 2. 

Wollte man die angegebene analytische Auflösung nicht benützen , so kann 
man eine rein trigonometrische an deren Stelle setzen. In dem Dreieck ZSS, 

Fi*. 76. 




B Ä 




kennt man ZS = 90°-h, ZS' = 90°-h', SZS' = a, kann also dasselbe voll- 
ständig berechnen, d. h. SS' nebst ZSS' finden. In FSS' kennt man jetzt 
SP = ST = 90° — ö , SS', kann also den Winkel PSS' = PS'S erhalten ; alsdann 
ist ZSP = PSS'+ZSS', voraus das Dreieck ZSP aufgelöst werden kann. Man 
sieht, dass eine doppelte Auflösung theoretisch möglich ist, wie dies auch in der 
analytischen Auflösung liegt. 

IX. Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind, wurden in 
verschiedenen Höhen h und h' über dem Horizonte beobachtet, so 
wie der Unterschied ihrer Azimuthe gemessen. Man soll die Breite 
des Beobachtungsortes bestimmen. 

Man hat hier 

sind = sinhsin q> -f- coshcosycosa, 

sin 6' = sin h' sin q> -h cos h' cos (a + a), 

worin a bekannt ist (vergl. Nr. II), und woraus q> und a zu ermitteln 
sind. Vergleicht man mit VII, so erhält man unmittelbar folgende 
Lösung: 

t. cosßtgsL t sind cosh' Cosa. cos (u—h) 



cos ;i 



sin(u— h) 1 



COSÖ' COSU 
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Durchgänge eines bekannten Sterns durch denselben Höhenkreis. . 319 

cosQ-htp) = — , , . , tgQ— 

T cos Ö oost) cosa' 8ina. cosxp 

sind cos (£— h) 

8iti<p — t—z , 

8in£ 

t(l \1) C08 £ 

t{fa = 8in(£- h) ' tgqi = C08aC0t 9 ( i- b >- 
In Bezug auf die Winkel gilt dieselbe Bemerkung wie zu VIL 

X. Man beobachtet an einer nach Sternzeit gehenden Uhr die 
Zeitpunkte, in denen derselbe Stern, dessen Lage am Himmelsge- 
wölbe bekannt ist, durch denselben Höhenkreis , und zwar zuerst 
auf der östlichen, dann auf der westlichen Seite des Meridians, geht. 
Man soll hieraus die Breite des Beobachtungsortes ermitteln. 

Da man die Lage des Sterns S am Himmelsgewölbe kennt, so 
kennt man mithin seine Deklination ö, so wie 
seine gerade Aufsteigung. Daraus ergibt 
sich der Stundenwinkel s der ersten und s' 
der zweiten Beobachtung. * Man kennt also 
in dem Dreiecke ZSP : den Winkel ZPS = s, A 
PS = 90°-o\ und sucht ZP = 90°-<j), 
' wobei wir das (östliche) Azimuth SZP mit a 
bezeichnen wollen. Ist a' das (westliche) 
Azimuth für die zweite Beobachtung, so ist offenbar a-ha'—l80 0 , 
und man hat (§. 7, Formel 5) : 

cotg {W— Ö) sin (90°— <j>) = cos (90° — <p) cos s -+- sin s cotg a , 
d. h. 




* Sey z. B. die gerade Aufsteigung des Sterns 197°25'30", die Sternzeiten 
der Beobachtungen: 9 h 5' 12" und 16 h 17' 38" (die Sternuhren von 0 bis 24 b ge- 
rechnet). Da die Uhr O b zeigt, wenn der Frühlingspunkt durch den Meridian geht, 
so ist derselbe bei der ersten Beobachtung also bereits Tor 9 b 5' 12" durch den 
Meridian gegangen, d. h.< er befindet sich 136° 18' (= 9 b 5'12"X15) westlich von 
demselben. Der Stern S steht aber 197' 25' 30" östlich vom Früblingspunkt, mit- 
hin befindet er sich noch 61°7'30" östlich vom Meridian, d. h. s = 61°7'30". Bei 
der zweiten Beobachtung war der Frühlingspunkt bereits vor 16 b 17' 38" durch den 
Meridian gegangen, er befand sich also 224° 24' 30" westlich, d.h. eigentlich 
wieder 115° 35' 30" östlich vom Meridian. Der Stern S befand sich mithin 
244° 24' 30" - 197°25'30" = 46°59' westlich vom Meridian , oder s' = 46° 59'. 
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320 Ermittlung der geographischen Länge. 

r 

r k 

tq ö cos <p — sinw cos 8 

cotga — — —. , 

pins 

M . tgö cos cp— sin neos &' 
sins 1 

und da cotga' = — cotga: 

tgdcos<p — sinq> cos s' ~ tgö cos <p — sing) cos & 
»ins' »ins 

oder, wie leicht ersichtlich: 

tgö sin s — tg<pco8s'8in& = — tgösins' + tg^cosssins', 

tg6($ins-\-sin&') Q?W -+- s) 

1 cos s «n s' H-coäs' *m s ~ (s' + s) 

2 *m | (s / -+- s) <?oa {0' — s ) to » 

mithin 

woraus $ gefunden wird. 

Wir haben hiemit die wichtigsten Methoden zur Bestimmung 
der geographischen Breite eines Ortes angegeben. Von denselben 
verlangen: I und VII eine genaue astronomische Uhr, ein Stern- 
verzeichniss und einen genauen Höhenkreis; III eine Uhr und einen 
Höhenkreis; H, VHI und IX ein Sternverzeichniss , einen Höhen- 
kreis und einen Azimuthaikreis (Theodolit mit Höhenkreis); IV einen 
Höhenkreis und Azimuthaikreis; V und X eine Uhr und ein Stern- 
verzeichniss; VI ein Sternverzeichniss und einen Azimuthaikreis. 
Je nachdem man also über das eine oder das andere dieser Hilfs- 
mittel verfügen kann, wird man die eine oder andere dieser 
Methoden wählen. Für Geodäten, die in der Hegel gute Theodo- 
liten besitzen, und ein Sternverzeichniss sich leicht verschaffen 
können, empfiehlt sich vorzugsweise VI; * daneben dann II, 

iv, vm, rx. 

Zur Bestimmung der Lage des Beobachtungsortes ist übrigens 
noch die Ermittlung der geographischen Länge (§. 28, VII) in 
Bezug auf einen bestimmten Ort nothwendig. Dieselbe kommt 



• Diese Methode rührt von Grnnert her. 
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durchweg auf die Ermittlung des Zeitunterschieds zurück. Kennt 
man ein Ereigniss, das zu derselben Zeit för die Orte A und B ein- 
tritt (eine Mondsfinsterniss, Pulversignale u. s. w.), und bestimmt in 
A und B nach den dort regulirten Uhren die Zeitpunkte der Er- 
scheinung, so kennt man den Zeitunterschied, woraus die geo- 
graphische Länge dann geschlossen wird. Signale an Drähten 
elektrischer Telegraphen dienen offenbar zu demselben Zwecke; 
eine nach Berliner Zeit (z. B.) gehende Uhr und die Beobachtung 
des Mittags an einem Orte B nach dieser Uhr gibt ebenfalls den 
Zeitunterschied zwischen B und Berlin n. s. f. 

Bei Beobachtungen auf dem Meere, bei denen man nicht die Erhebung eines 
Gestirns über den Horizont des Beobachtungsortes messen kann » tritt neben der 
Korrektion wegen der Refraktion noch die wegen der Depression des Meereshori- 
zontes hinzu, deren Bestimmung «oh in der dritten Aufgabe des §. 47 der ersten 
AbtheUung befindet. 



Sechster Abschnitt. 

- 

Anwendung der sphärischen Trigonometrie 

auf Geodäsie. 

■ 

§.30. 

Berechnung eines Dreiecksnetzes. 

L Wie in §. 48 der ersten Abtheilung angegeben worden, 
fiberzieht man bei grössern Vermessungen den zu vermessenden 
Landstrich mit einem Dreiecksnetze, dessen Winkel gemessen werden 
nebst einer Seite (Basis) des Netzes, woraus dann die übrigen 
Seiten zu berechnen sind. 

Die höhere Mathematik lehrt nun , dass man eine zwischen 
zwei Parallelkreisen (Schnitten des Erdellipsoids parallel mit dem 
Aequator) liegende (schmale) Erdzone, deren mittlere geographische 
Breite ß ist, ansehen kann, als Theil einer Kugelfläche, deren 
Halbmesser r durch die Formel 

_ b 

Dien**,, T,„o»o»«, t e. 21 
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gefunden wird, wo b die halbe Erdaxe and e = y 1 — wenn 

a der Halbmesser des Aequators ist. * 

Znr bequemern Berechnung von r hat man die Formeln : 

co8(d ~ -, sind = sin q> sin ß, r= \ . 

Wählt man den Meter zur Maasseinheit, so ist 

%a = 6*8046434637, logb = 68031892839, 
log cos g> =9*9985458202, logsintp = 8*9122062079. 

Berechnet man hiemit r, so hat man: 

für 0° geographische Breite, logr = 6*8031893, 
„ 10° B w , =6*8032766, 

„20° n „ , =6*8035285, 

„30° „ „ , =68039145, 

„35° „ , , =6*8041439, 

„40° „ „ , =68043886, 

„45° „ „ , =6-804ß410, 

„46° „ „ , =6*8046918, 

„47° „ » , =6*8047424, 

„48° „ n , =6*8047930, 

„49° „ „ , =6*8048434, 

„50° „ „ , =6*8048936, 

„51° „ „ , =6*8049434, 

„52° w „ , =6*8049928, 

„53° n „ , =6*8060418, 

„54° n n , =6*8050906, 

„55° „ „ , =6*8051386, 

„60° „ n , =6*8053687. 

IL Bei der Berechnung der einzelnen Dreiecke, selbst der 
allergrössten, wird man nun den in §. 23 bewiesenen Legendreschen 
Satz immer anwenden, dieselben also berechnen wie ebene Dreiecke 
deren Seiten eben so lang sind als die Seiten (Bögen) der geodä- 
tischen Dreiecke und deren Winkel gleich sind den um den dritten 



* Dieser Satt findet sieh bewiesen in meiner Schrift über die „Abbildung 
Oberflachen auf einander.* 4 (Braunschweig, Vitweg. 1868.) 
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i 

Theil des sphärischen Exzesses verminderten Winkeln der letztern. 
Die Berechnung des sphärischen Exzesses geschieht nach den in 
§, 24 aufgestellten Vorschriften, wobei wir nochmals bemerken, dass 
der in der dortigen Nr. 4 betrachtete Fall, da man alle Winkel und 
eine Seite des geodätischen Dreiecks kennt, gerade der meist vor- 
kommende ist Man gleicht zuerst, wie dort angegeben, die Winkel 
auf 180° aus und berechnet das Dreieck alsdann wie ein ebenes, 
das die drei so erhaltenen Winkel und die gegebene Seite hat; die 
gefundenen beiden andern Seiten sind die Seiten des Dreiecks. * 
Will man dann den sphärischen Exzess noch kennen, so wird man 
ihn, wie dort angegeben, berechnen können. Man bedarf des 
Werthes desselben bei der endgiltigen Ausgleichung der gemessenen 
Winkel im ganzen Dreiecksnetze, deren Darstellung jedoch hier nicht 
gegeben werden kann, da sie in ein anderes Gebiet gehört.* 4 ' 

Der Werth des Kugelhalbmessers ist übrigens hier nur bei Be- 
rechnung des sphärischen Exzesses nothwendig, und da dabei fünf- 
stellige Logarithmen immer genügen, so sieht man aus obigen 
Werthen von r leicht, dass man r für eine bedeutende Ausdehnung 
des Netzes in die Breite ungeändert lassen kann. Würde aller- 
dings das Netz sich über gar zu viele Breitengrade ausdehnen , so 
müsste man verschiedene Werthe von r benützen; allein in diesem 
Falle trennt man gewöhnlich das ganze Netz in einige einzelne ab, 
die man für sich berechnet, da ohnehin bei gar zu grossen Netzen 
die Ausgleichungsrechnung äusserst beschwerlich wäre. 

Wir haben bereits in §. 24, II an einem speziellen Beispiele gezeigt, 

* Sind A, B, C die Werthe der drei Winkel, wie sie durch Messung gefanden 
worden, E der sphärische Exzess, so sollte A + B + C = 180° -4- E sein; ist nnn 
A+B + C= 180° -Ha, so ist E — a die Summe der Beobachtungsfehler in den 
drei Winkeln. Da man , wenigstens für die hier ins Auge zu fassenden Zwecke 
genau genug, annehmen muss, dass die drei "Winkel gleich scharf beobachtet wur- 
den, so wird in jedem der Fehler \ (E — «) begangen worden sein, d. h. ihre wahren 
Werthe sollen A-hf(E-a), B-h$(E - «). C-r-$(E - o) sein; zieht man dann 
von jedem ^E ab, um die Winkel des ebenen Dreiecks sn erhalten, so hat man 
A — \a t B -$a, C — Ja, wie in §. 24 angegeben. 

" Diese Ausgleichung habe ich ausführlich dargestellt in meiner Schrift: 
„Ausgleichung der Beobachtungsfehler nach der Methode der kleinsten Quadrat- 
summen." (Brannschweig, Vieweg. 1857.) 

21* 
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da8s der Legendresche Satz selbst bei sehr grossen Seiten die 
Rechnung mit aller nur wünschbaren Schärfe führen lehrt; es möchte 
jedoch nicht ohne Interesse seyn, sich die Frage zu stellen, wie 
gross die Seiten seyn dürfen, damit der Fehler im Winkel nicht 
O'OOl Sekunde betrage, d. h. damit, wenn man gemäss den For- 
meln (20) in §. 23 zuerst die ebenen Winkel A', B', C berechnet 
und dann die sphärischen daraus schliesst, der Fehler nicht 0*001 
Sek. betrage. Nach den Formeln (18) des §. 23 muss also 

F 7b*-f-7c* + a' _ 
3r 2 * 120r 4 

seyn. Macht man hier a=b = c, was offenbar den möglich 
grössten Werth liefert, so ist 

Setzt man diese Grösse geradezu =0 001, so ist 
f a V_ 1440.0-001 _ 144 a _-t Y 144 . 



a y 1* 



Y3 



Nun ist 



44 

log\5 = M7609 
%p =631442 
hgV3 = 0-23856 
E%144 = 9-84164 
6*67071 

^- = 164268 

- = 43*92 
a 

a 1 1 

d. h.- ist kleiner als oder es dürfen die Seiten ungefähr = — 

des Halbmessers sein, bis der Fehler 0*001 Sekunde in den Winkeln 
beträgt. 

Dabei 45°Breite %r=6'80464, so ist alsdann %a=516196, 
a= 145200 Meter, was einer Länge von über 16 Meilen gleich- 
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kommt. Es stimmt dies auch zusammen mit dem in §. 24, II 
Gefundenen. 

III. Sollen nun in einem geodätischen Dreiecksnetze, in dem 
eine Seite gemessen wurde, und in welchem in jedem einzelnen 
Dreiecke zwei Winkel oder alle drei gemessen worden (letzteres in 
der Regel), die Seiten berechnet werden, so wird man znnächst in 
dem Dreiecke, in dem die gemessene Seite liegt, nach §.24 Nr. 3 
oder 4 die übrigen Stücke finden; in dem nächsten Dreiecke, in 
dem man nun bereits eine Seite kennt, eben so die übrigen Theile 
erhalten u. s. w. Der sphärische Exzess findet sich in jedem Dreiecke 
entweder nach §. 24 Nr. 3 schon vor der Berechnung der Seiten, 
oder nach dem oben Angeführten , wenn nämlich die sämmtlichen 
drei Winkel gemessen wurden, auch nachträglich, wenn man dies 
vorzieht. Eine solche Berechnung des Dreiecksnetzes aus den durch 
Messung erhaltenen Winkeln ist jedoch, wie bereits angeführt, immer 
nur eine vorläufige , die zur Bestimmung des sphärischen Exzesses 
dient; ist derselbe für jedes Dreieck bekannt, so muss dann ver- 
mittelst der Ausgleichungsrechnung eine Ausgleichung der Winkel 
des ganzen Netzes Statt finden und die nunmehr erhaltenen Winkel 
sind als die wahren sphärischen Winkel anzusehen , mit denen die 
endgiltige Berechnung der Seiten, nach dem Satze des §.23, durch- 
zuführen-ist Der sphärische Ex- Fi * 78 - 

zess jedes Dreiecks, der dazu noth- 
wendig ist, bleibt derselbe, wie er 
bereits bekannt war. 

Die Berechnung eines kleinen 
Netzes mag als Beispiel vollkom- 
men genügen. In demselben ist, 
wenn die Maasse in Toisen ange- 
geben sind, %AB = 4*1949091, 
dann in dem Dreiecke: 

ABC:A=76°5'31'926", B=48 0 30'9'629", C= 55° 24' 19*269", 
BCD:B=50°59' 56-261", C=78°9' 40-220", D=50°50' 25 039", 
ABD: A=49°40 / 59*9 12", B=99 e 30 / 5'890",D=30°48' 56662", 
BDE:B=65°53'61ö2", D=73°31'26-öl4",E=40°35'34067", 
DEG : D = 52 0 49' 30*98 1 ", E = 60 0 33' 3*42 1 ", G = 
EFG:E=51°21'6'323", F=72°35'12'945", G= 





s 
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Bezeichnen wir immer die Fläche des betreffenden ebenen 
Dreiecks mit J, den sphärischen Excess mit e, setzen log r=6*51 522 1 8 
(die geographische Breite ungefähr 53°, ond die Maasse Toisen, 
wobei von dem oben angegebenen Werthe des log r abgezogen werden 
rnoss 0*2898200), so hat mao: 

Dreieck ABO. 

A=76° ö'31*926" A'=76° 5'31*65l" %AB=4*1949091 
B=48 30 9*629 B' = 48 30 9 355 logainW- 9*8744735 
C=5 5 24 19*269 C' =55°24 18*994 ElogsinC' ^ 0*0845005 
180 0 0824 180 0 0 fc#AC=41538831 
0-824 



3 



--0-274 



%AB- 4*1949091 
logeinA'= 99870776 
Elog8inG' = 0*0845005 
logB0 = 4*2664872 
log AB = 4194909 logJ = 8-03484 
log AC = 4153883 logo = 531442 
logwnA'^ 9*987077 Elogr* = 6*96956- 10 
Elog2 =. 9*698970 loge = 0*31882 

log J = 8*034839 e -= 2084". 

Dreieck BCD. 

B =50°59'56*261" B' =50° 59' 56*754" %BC=4*2664872 
C=78 9 40*220 C'=78 9 39*714 logsinQ'^ 9*9906620 
D =50 50 25-039 D' =50 50 24'532 ElogsinD ^ 0*1 104814 
180 0 1*520 180 0 0 log BD = 4*3676306 

logBC = 42664872 
%*mB'= 9*8904954 
ElogfänW = 0110 4814 
logQD = 42674640 
logBC = 4266487 8*22358 
%BD = 4*367631 logg = 5*31442 
logsinB'= 9'890495 E%r*= 6*96956-1 0 
E%2 = 9*698970 %« = 0*50756 
Zo^= 8*223583 e = 3*218". 
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Dreieck ABD. 

A=49°40'69*912" A'= 49° 40' 59* 124" ^AB=4194909i 
B=99 30 5*890 B'=99 30 5102 %*wA'= 9*8822269 
D=:3 0 48 56-562 D' =30 48 55*774 Elogsini)' =0^904966 
180 0 2364 180 0 0 %BD= 43676325 

-?^=0788 
3 

log AB = 41949091 
%«nB'= 9-9940009 
E log sinD* =0^2904965 
% AD = 4*4794065 

%AB = 4-194909 logJ = 8*25551 

log BD = 4-367632 log q = 5 31442 

%*mB'= 9*994001 Elogr 2 = 6*96956- 10 

E log 2 = 9698970 log e = 0*53949 

logJ = 8-255512 e = 3463". 

Dreieck BDE. 

B=65°53' 6-152" B'=65°53' 3*908" log BD = 4*3676325 
D = 73 31 26*514 D'=73 31 24*269 %«mD'=9-9817895 
E =40 35 34*067 E' = 40 35 31 823 E kg *inE' = 0*1866389 
180 0 6733 180 0 0 %BE=45360609 

^ = 2244 

log BD = 4*3676325 
logsinB'^ 9*9603391 
E log sinE' = O'l 866389 
%DE = 4*5146105 

logW = 4*367632 togJ = 856300 

logBE = 4*536061 % e = 5*31442 

log8inB'= 9*960339 Elogv* = 6*96956-10 

Elog2 = 9*698970 log e = 0*84698 

log J = 8*563002 « = 7030". 
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Dreieck DEG. 



D = 62°49' 30-981" 
E = 60 33 3 421 
113 22 34*402 



D'=52°49'28-390" 
E' = 60 33 0 830 
113 22 29 220 

G'= 66 37 30*780 
G = 66 37 33*371 



logsinD 
logsinE- 
logq: 
Elog2. 
Elogr^ 
Elog*in(D+E) 
löge 



e 

E 



:9'02922 
:990134 
=993991 
: 5*3 1442 
: 9*69897 
:6'96956 
=0-03718 
:0'89060 

7-773" 



-10 



= 2-591 



log DE = 4-5146100 
9*9399120 
00371907 



logsinEi* 

ElogsinG* 

%DG = 4-4917132 

Dreieck 

E = 51°21' 6-323" 
F = 72 35 12*945 
123 56 19*268 



E'=51°21' 4*569" 
F'= 72 35 111 91 
123 56 15*760 

G'= 56 3 44*240 
G = 56 3 45*994 



%DE 
logsinjy 

ElogsinG' 

%EG = 4*4531444 



4*5146105 
9-9013432 
0-0371907 



EFG. 



1 1 



logEG 
log sin E 
%wn(E + F) 
logg 
ElogeinF 
Elogr* 
Elog2 
löge 

e 

e 



8*90629 
9*89265 
9-91889 

5- 31442 
002038 

6- 96956 
9*69897 



-10 



0*72116 
5*262" 



^- = 1-754 



logEG 
logeinE' 

ElogainE' 

%FG = 4*3661640 



4*4531444 
9*8926452 
0*0203744 



3 

%EG : 

log sin G 4 

ElogsinE'- 

logEF = 4-3924111. 



4*4531444 
99188923 
0*0203744 
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§. 31. 

Berechnung der Polarkoordinaten. 

I. Hat man die Seiten und Winkel eines Dreiecksnetzes end- 
giltig berechnet, so werden in der Regel die Koordinaten der Eck- 

m 

pnnkte des Netzes zu berechnen seyn. Dieselben sind entweder 
Polarkoordinaten oder rechtwinklige Koordinaten. ng.w. 
Stellt NS den dnrch A gehenden Meridian vor, ist B 
ein Eckpunkt des Netzes, AB die von B nach A ge- 
zogene kürzeste Linie, so bilden die Länge AB, nebst 
dem Winkel NAB, den dieselbe mit dem Meridian NS 
macht, die Polarkoordinaten von B. Die Entfernung 
AB ist immer positiv; der Winkel NAB soll von der 
nördlichen Seite AN des durch A gehenden Meridians 
durch Osten, Süden, Westen, von 0 bis 360° gerech- 
net werden; er pflegt auch das Azimut h von AB g 
in A genannt zu werden (vgl. §. 29, ID. 

Fällt man von B auf NS die senkrechte kürzeste Linie BC, so 
pflegen AC und BG die rechtwinkligen Koordinaten von B genannt 
zu werden; dabei ist BC positiv, wennB auf der östlichen, negativ, 
wenn B auf der westlichen Seite des Meridians SN liegt; AG ist 
positiv oder negativ, je nachdem C nördlich oder südlich von A 
liegt. A pflegt zuweilen auch der Pol der Koordinaten oder der 
Anfangspunkt derselben genannt zu werden. (Vgl. meine „ebene 
Polygonometrie" §. 3.) Nach der in $. 30 schon angeführten Theorie 
kann man alle diese Grössen 
als auf einer Kugel vom 
(allerdings veränderlichen) 
Halbmesser r liegend an- 
sehen, also die Linien AB, 
BC, AC als Bögen grösster 
Kugelkreise betrachten. 

H. Wir wollen nun zu- 
nächst die Polarkoordinaten £ 
zu berechnen lehren. Die 
hier zu lösende Aufgabe ist die: aus den bekannten Polarkoordinaten 
AB = S, NAB = a des Punktes B die des Punktes C, nämlich 



Fif. 80. 
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AC=S', NAC=o', za finden, wenn man BC=s nebst dem Winkel 
ABC = /? kennt, wobei wir den Winkel BCA = 0' nennen wollen, 
nnd natürlich voraussetzen, dass ß nnd ß 4 unter 180° seyen. 

Sey e der sphärische Exzess des Dreiecks BAC, der Winkel 
BAC dieses Dreiecks =fc, so hat man (§.24, Nr. 2; erste Abthlg. 
§. 28, II): 



S'sinl (0' - ji) = (S - s) co8{(ß -Je), J (2 4) 

0 + /J'-f- M =18O° + «. ) 
Hieraus folgt 

nnd da |(0'— /*) seinem Werthe nach nicht über 90° seyn kann, 
so folgt hieraus i(ß'— /») ganz unzweideutig (wäre die zweite Seite 
negaüv, so läge J (ß 1 - m) «wischen 0 nnd — 90°), nnd da auch 
}(jS' + M) = 9O o -J0 + i«, so kennt man ß' t p; S' findet sich 
dann aus einer der obigen Gleichungen sehr leicht. Nun ist aber, 
wenn a* — a unter 180° ist (positiv oder negativ): 

p = a 1 — a oder — a — a'\ 

ist a' — a über 180* (positiv oder negativ), so hat man 

/i = 360 Ä + a-a' oder =360°-f- a' — o. 

Welcher der vier Fälle Statt findet, ist in der Praxis immer 
unschwer zu entscheiden. Dazu dienen folgende Regeln: 

1) Stellt man sich in B und dreht Bich in dem Sinne Nord- 
Ost-Süd- West von der Seite AB gegen BC, so wird, wenn der so 
durchlaufene Winkel grösser als 180° ist, seyn 

H — a' — a, oder p = a' — a + 360°, 

also 

a* = a -f- p t oder a' = er + p — 360°, 

wobei der erste Fall gilt, wenn a + p<360°, der zweite, wenn 
a + M>360°. 

2) Stellt man sich in B und dreht sich in derselben Richtung, 
so ist, wenn der also durchlaufene Winkel ABC kleiner als 180° ist: 
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M = a — a', oder ji = « — 0*4-360°, 

d. h. 

a'^a — m, oder a'=a-ji + 360°, 
wobei die erste Formel gilt, wenn a — /i positiv, die zweite, wenn 
a — p negativ ausfällt. 

Damit jedoch die ganze angegebene Rechnungsweise zulässig 
sey, dürfen die Längen SS' nicht gar zu gross ausfallen« Auch 
eine Rechnung nach den eigentlichen Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie wäre dann nicht mehr zulässig, da der Kugelhalbmesser 
nicht derselbe bleibt, wenn die Seiten gar zu gross werden. Doch 
dürfen sie sicherlich eine Länge von über 30 Meilen erreichen, ohne 
dass unsere Rechnung einen merklichen Fehler geben wird. In 
anderem Falle müsste man sich damit helfen , dass man bei gar zn 
ausgedehntem Netze mehrere Punkte A (Anfangspunkte, Pole) 
wählte. 

Sollen nun nach obigen Formeln die Polarkoordinaten der Eck- 
punkte berechnet werden, so wird man, wenn die Punkte des Netzes 

durch 1,2, bezeichnet werden, die Seiten A 1 als Seite des 

Dreiecksnetzes, so wie den Winkel 1 AN durch unmittelbare 
Messung kennen, und von den bekannten Polarkoordinaten des 
Punktes 1 nebst dem aus dem Netze ebenfalls bekannten Winkel 
A 1 2 und der Seite 1 2 die Polarkoordinaten von 2 nebst dem 
Winkel A 2 1 berechnen. Aus den an 2 liegenden Winkeln des 
Netzes, so wie dem Winkel A 2 1 findet man dann leicht den 
Winkel A 2 3 in dem Dreiecke A 2 3, « r 81 . 

und kann dann die Polarkoordinaten 
des Punktes 3 berechnen n. s. w. 

III.- Ein, wenigstens angedeutetes 



B, C, D, E, F fünf aufeinander fol- 
gende Punkte des Netzes; S £ , S,, . . , 
S 6 ihre Entfernungen von A; a± , cr 3 , 
• • • , a b die Azimuthe dieser Entfer- 
nungen in A; zugleich sey aus der 
Messung bekannt: 

%AB = 3 8923854, logBG = 4 0651842, 
logCD = 4-2399134, kgDC = 4 3784931 , 
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%EF= 4*4329387, NAB = 57° 52' 46*78", 
ABC = 165°9' 11-31", BCD = 75°36'38*10", 
CDE = 76°27'35*10", DEF= 123 °3' 9*89", 
logt =6*51527, %e = 5'31442. 

Dreieck ABC. 

AB = S„ AC = S„ BC = s t , ABC=ft, ACB=/V, BAC = **, 

NAB = a t . 

« = St8 ^ ft g, S 2 sin J (ft' -v) = (S, - \ (fc - \e\ 

S 2 co9{(ß l t -iö = (S 4 4- s 4 ) ein{ Cß t - $<?). 
Daraas folgt 

ft' = 6° 2' 26 45", /i = 8° 48' 22*46", fcyS, = 4*2788699, 
M = Ä1 _ « t , «, = a% + ^ = 66° 41 ' 9*24". 

Dreieck ACD. 

AC=S,, AD = S,, CD-6,, ACD=A' + BCD = 81 , 39'4-55" 

= ft, ADC=ft', CAP=/x. 

S, «m t(ft - m) = (S, + a,)«fa|(A - 1«), 

woraus 

&' = 52°8'40*34", /i = 46° 12' 18*26", logS 3 =4*3786585. 
/» = «,-«,, also « 3 = - m = 20° 28' 50*98". 

Dreieck ADE. 

AD = S„ AE = S 4 , DE = s 9 , ADE = ft = CDE - ft' = 
24° 18' 54*76", AED=ft', DAE = m. 

e = S,.s,.«nft e , S Ä J tf a ' - M ) = (S Ä - s, ) co. i - i , 
S»wtl(Ä'-M) = (S|+a l )«wlCft -Je), 

woraus 

/V = 77°20'31*96, /* = 78° 20' 35*54", %S 4 = 4*0021809. 

M = «s-«* + 360 e , =0,-/1 + 360°= 360°- 57°51'44*56" 

= 302° 8' 15*44". 
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Dreieck AEF. 

AE = S 4 , AF = S 5 , EF = s 4 , AEF = & = DEF - ft' = 
45° 43' 37-93", AFE = ft', EAF = p. 

woraus 

= 19° 42' 41*75", M = 114° 34' 42-23", = 43289897. 

M = «4 - «5. «* - M = 187°33' 33-31" = « 6 . 

§.32. 

Berechnung der rechtwinkligen Koordinaten. 

Wenden wir uns nun zur Berechnung rechtwinkliger Koordina- 
ten, so haben wir wieder dieselbe Aufgabe zu lösen, nämlich aus den 
bekannten Koordinaten des Punktes B die des Punktes C zu finden, 

♦ 

wenn man BC nebst dem Winkel DBC kennt 



Fig. 83. 
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I. Seyen also die Koordinaten von B:AD = M, BD = P (wo 
die Bachstaben M und P an Meridian und Perpendikel auf denselben 
erinnern mögen), die von C:AE = M + ^M, EC = P-f-//P, wo 
also JM 9 JP die Aendernngen der Koordinaten sind, wenn man von 
B 20 C übergeht. Die Linie DE ist = ±JM, je nachdem AE > 
oder < AD ist. Die Länge von BC sey s, ferner der Winkel, den 
BC mit BD macht, und zwar nach der Westseite vonBC gerechnet, 
sey a; der den GB in C mit OE macht, ebenfalls nach der West- 
seite gerechnet, sey ß; den erstem setzen wir als bekannt voraus. 

■ 

Denken wir uns die Bögen grösster Kreise BD, CE nach der 
Ostseite des Meridians AN hin verlängert, bis sie sich in P schnei- 
den (was in der Figur nur im ersten Falle geschehen ist, in den 
andern angedeutet wurde), so erhält man ein sphärisches Dreieck, 
dessen Bögen PD, PE, DE sind. DaPD und PE auf DE senkrecht 
stehen, so ist der Winkel P derselbe, wie der Mittelpunkts winkel, 
der zu DE gehört (§. 11, D), und die zu PE, PD gehörenden 
Mittelpunktswinkel sind 90°. Betrachten wir nun das sphärische 
Dreieck PBC, so sind dessen drei Winkel P, 180°— a, 180°— ß; 
sindp, p', m, a die den Bögen BD, EG, DE, BC zugehörigen Mittel- 
punktswinkel, wo p, p' positiv oder negativ seyn sollen, je nachdem 
BD, GE es sind, so sind die Seiten des Dreiecks: 90°— p, 90°— p', 
ound der Winkel P = m. Bekannt sind darin: 90°— p, a als Seiten, 
180° — a als Winkel; gesucht 90° — p' als Seite, m, 180°- ß 
als Winkel. Da jedoch hier die Seiten nicht mehr in dem Falle 
des §.23 sind, so wird man auch nicht mehr nach den dortigen 
Formeln verfahren können. 

IL Man hat nun (§.4): 
cos (90 • — pO = cos (90° — p) cos a + sin (90° — p) sin o X 



man fuglich ( — ) , . . . vernachlässigen kann (§.23); alsdann ist 



aber (erste Abth. §.20), wenn r den Halbmesser der Kugel be- 
deutet: 



cos (180°- 



«) 



d. h. 



sin p' — sin p cos & — cos p sin o cos et. 
Die Bögen BD, EC, BC werden immer so beschaffen seyn, dass 
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4 

mithin ist die obige Gleichung: 



d. h. 



p + iP-i^^ = PU-ip)(i-ä7 1 ) 

oder wenn man ebenfalls die durch r* divldirten Grössen weg- 
lässt: 

(V+JPy n ,P" 4 Ps 2 , .P 7 BC08a 

s 8 cflgq 

, . (P+ddEO'-P 8 , , s>*" , t Ps(P^a-s) 
JP=-8C08a + J - 7 1- H } ^ 

SP'^/P+SP^P'-K/P 8 , .^cwa 
= — BC08cc H- }. ^ h | — 

. Ps(PcQgq — s) 

d. h. 

^ t P*( JP + *C08a) .PC^P^-s*) 
J?=—BC08a-h\ — ~ 3 l-i ^ 

.JP'+s>co*a 

+t -* — • 00 

Hieraus folgt als erster Näherungswerth von JP: — bcoscc, und 
setzt man diesen für JP auf der zweiten Seite , was gestattet ist, 
da JP — — &co8a bis auf die Glieder mit r* im Nenner genau ist, 
so hat man: 



Digitized by Google 



336 



Berechnung der rechtwinkligen Koordinaten. 



_ t Ps**m a « . & % C08asin 7 a 
JP = -scosa-\ - 7 + i - t , 

d. h. 

JP= — scosa — J(P — \scosa)^~-^-, (b) 

welche Formel immer eine genügende Näherung geben wird. 

IIL üm z/M zu erhalten, bemerken wir, dass in 
sphärischen Dreieck der Winkel an P die Grösse z/M (m) misst; 
nun ist (§. 14): 

cotgosmW - p) - cos (90° - p)ww(180° - a) 
e0t * m = *m(180»-«) ' 

sin a cotg m = cotg a cos p + sin p cos a, 
sina 1 . co8p-\-8inv> C08txt(i<j 



folgt: 

tom = tga9ina . 

; cosp + «iap cosa tga 

Ferner, wenn wir DE kurzweg mit z/M bezeichnen, also anf 
das Zeichen nicht achten, und wieder Alles weglassen, was r 4 im 
Nenner hat: 

JM , t fJM\* s ,VsV i p * 



2r 



also 



P t P f * 



8 -» 



,,/M»_ 7 (l+j^)«fi^ 
r +I r ' P 8 /i , P wi , 8 \ 



d. h. 



* Man hat 

AHL AhL* 
smm r * r 3 JM 4 JM« 

■wie durch Division anmittelbar erhalten wird. 
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s 



» 

2 



1 + * 

s » P 2 P.s 
= s*ma(l -hi^T + i^ä ^-cosa), 

d.h. 

V . . P'.s.sma P.s 2 .tt>sor«na .JM* 

JM = $8ina + l-j8ina + \ -~ 2 J~ 7 » 

r r r r 

woraas als genäherter Werth von JM sich ergibt : 

JM =&8ina; 

setzt man dies für ^/M auf die zweite Seite, so erhält man 

P 2 .B.8incc F.&*co8a8ina s 3 .sznacos* a 
/IM = sema+! ? = h f — = 

P.s.«na rilT ^ ., (s cos a) 2 . s nina 
~&8tna-\ p [JP -stfosaj-f- £ ^ — » 00 

welche Formel für die Berechnung bequem ist , da ssina, scosa 
ohnehin berechnet werden müssen. Zur Berechnung des Winkeis ß 
hat man in demselben Dreiecke (§. 6) : 

sin (180° - a) : sin (180° - ß) = «Vi (90° - p') : sin (90° — p) , 

d. h. 

sina _ cosp' . sina cos ip 

— — - — , sinp — - — . 

8tnß C08\) costf 

Nun sind co*p, cos?' von 1 nicht sehr verschieden, also ist nahe 
sinß = sina t d. h. entweder ß — a oder ß ■+■ a = 180°; man sieht 
leicht, das Letzteres das Richtige ist, and setzt desshalb: 

ß = l8Q°-a-hJa t 8inß = sin(a — Jcc). 

Dann ist 

*tn(a- = (p^pjä = *»a [1 - J ^ + J p ] 

1 \ 77 



r 4 

. n iVP-f-j^P' 

= «»«[1 + — L 

d. h. 

Dien? er, Trigonometrie. 
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»in a cos Ja — cosasinJa PJP + \JP* 

: = I H 3 t 

sina r* 

. A . P//P-M//P 1 
- = 1 + —— % . 

Hieraus folgt, wie natürlich, dass Ja sehr klein ist; setzt man 
also (erste Abthlg. §. 20) : 

cos Ja = \ — \ eure' 1 Ja , sin Ja = arcJa — — , 

60 hat man 

— cotga.arcJa — \arc l Ja — ... = p= , 

woraus folgt, dass arcJa von der Art derjenigen Grössen ist, die 

r* im Nenner haben, so dass arc 2 Ja, vernachlässigt werden 

mu&s, man mithin hat: 

rntna arcJa-™±^*l arc Ja- 0» + ^^-»« 

— cotga.arcJa — — ^ , arc/Ja — — • , 

wo für JP blos sein angenäherter Werth — s cosa zu setzen ist 
woraus man nun erhält: 

(P — \ s cos a) s sin a 

(ITC Ja — = , 

r l 

und wenn Ja in Sekunden gesucht wird : 

Ä (P — i s cos a) s sina ... 

Ja — * 5 q. (d) 

r 

IV. Stellt man die Formeln (b), (c), (d) zusammen, so hat 
man zu berechnen : 

&cosa = A, &sina = B 9 \ 
^P=-A-HP-JA)~ f Ä=B+"(|P-A)( (25) 

2 l 

Die Grösse JP erhält von selbst das richtige Vorzeichen, so 
dass die Entfernung des Punktes C vom Meridian (Ordinate) = 
P+^/Pist; ob aber AE (Abszisse von C)+ M +JM oder =M— JM 
ist, muss besonders entschieden werden. 

Was den Winkel ß anbelangt, so wird er dazu dienen, für die 
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nächst folgende Seite des Dreiecksnetzes den Winkel a zu bestimmen, 
in einer Weise, die ähnlich der in §.31 ist. Ein Beispiel mag 
genügen: 

s = 2558816 hess. Klafter, P= -5674*48, M = 16053 95, 
a = 150°8' 17*027", geographische Breite 49°30'. 

Da ein hessisches Klafter =2*5 raetres, so ist logv = 6*80487 
— log 2*5 = 6*40693. 

log s = 4*4080390 log s = 4*4080390 

logcoaa — 9*9381332 (— ) log »in a = 9*6971524 

logA = 4*3461722 (-) logB = 41051914 

A = - 22190*76, B = 12740*64, 

P - 1 A = 1722*44, JP - A = 19353*52 , P - \ A = 5420*90; 

log(P - JA) = 3*23613 logP = 3*75392 (-) 

logB 2 = 8*21038 logB = 410519 

Elog2 = 9*69897 log^F - A) = 4*28676 

Elogx 2 =^18614-10 Elogr 2 = 718614-10 



8*33 162— 10 9*33201 - 10(-) 

Zahl = 0*0214, Zahl =- 0*2148, 

logA 2 = 8*69234 
%B = 4*10519 
E%3 = 9*52288 
Elogr 2 = 718614-10 
9*50655-10 

Zahl = 0*3210, 

J? = 22190*76 — 0 02 = 22190*74, JM = 12740*64 - 0*215 

+ 0*321 = 12740*75,* 



* Dieses Beispiel ist nach den Angaben Fisch er 's (höhere Geodäsie III. 
S. 131) ans der Grossh. hessischen Vermessung gewählt; die obigen Resultate 
weichen von den hessischen jedoch bedeutend ab ; letztere sind A? = 22205*78, 
JM = 12714*49, Es rührt dieser keineswegs unbeträchtliche Unterschied Ton der 
durch keine Theorie zn rechtfertigenden eigentümlichen dortigen Annahme von 
Krümmungshalbmessern her, wonach die drei Seiten eines und desselben sphäri- 
schen Dreiecks im Grunde auf dreierlei Kugeln liegen. 

22* 
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ß = 180°- 150°8' 17027" - 
2-]87" = 29°51'45160", 

P-h^P= 1751626, 
M + JU= 28794*70. 



logB = 410519 
%(P~}A) = 373407 
logQ = 531442 
E%r* = 708614-10 
= 033982 
,/a = 2-187", 

V. Will man die Koordinaten der auf einander folgenden 
Eckpunkte eines Netzes (etwa des in §. 31 schon betrachteten) 
berechnen, so wird man von A. ausgehen müssen und dort zuerst 
haben : 

P = 0, M = 0, a = 90° + BAN, 
wenn AB östlich von SN, odera=90° 
— BAN, wenn AB westlich von SN 
liegt; alsdann findet man die Koordi- 
naten von B; aus dem Winkel 0, den 
*C man gefunden , bestimmt sich für BC 
dann leicht o * u. s. w. 

Wir beme:* 2n noch, dass wenn 
das zu berechnende Dreiecksnetz sich 
durch mehrere Grade der Breite er- 
strecken sollte, man in den Formeln (25) den Werth von r sich 
ändern lassen kann, gemäss den in §. 30 gegebenen Regeln , dass 
aber dann auch die erhaltenen Resultate alle mögliche Schärfe 
haben, so dass sie gerade so erhalten werden, als wenn man sie 
nach andern direkten, auf das Erdellipsoid als solches sich be- 
ziehenden Formeln ermittelt hätte. Die absolute Länge der Koor- 
dinaten P ist dabei gleichgiltig, nur muss sie natürlich immer so 
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* Da nämlich die sämmtlichen um B hemm liegenden Winkel des geodäti- 
schen Netzes bekannt sind, so wird sich a für BC daraas finden lassen. Denkt 
man sich von B auf SN eine Senkrechte BH gezogen, so ist (für unsere Figur) nach 
den frühern Bestimmungen ABH = ß, während das der Seite BC zugehörige a 
gleich CBH ist. Da aber CBH = CBA + ABH, so findet sich dieses et unmittel- 
bar. — Hätte man eben so ß für BC nun gefunden und wollte a für CD bestimmen, 
so würde man von C aus die Senkrechte CJ auf SN sieben* und es wäre BCJ = ß 
(für BC), ferner DCJ = a (für DC) und da DCJ = DCB+BCJ, so kennt man also 
a für CD. — Ist DK die Senkrechte ron D auf NS, so ist EDK = CDK - CDE, 
d. h. a (für DE) = ß (für CD) - CDE, u. s. w. 
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seyn, dass unsere Annahme (die Vernachlässigung der durch r* 
dividirten Grössen) nicht Verletzt wird. 

■ 

VI. Kennt man die Koordinaten der beiden Punkte B und C, 
so sind also in den Formeln (25) ausser P auch JP und JM be- 
kannt, während 8 und a als unbekannt anzusehen sind. Diese 
Gleichungen geben nun: 

„ « . s 2 sin 7 a 
8C08a= — JP — J(P — iscosa) p , 

... P.s.sina . , & 2 cos* a . b sin a 
ssmct — JM p (JP — sco*«) — { — , 

so dass, wenn man zuerst die Glieder mit r* vernachlässigt, man 
näherungsweise 

s cos <x = JP t ssina = JM 

erhält. Setzt man diese Werthe in die vorhergehenden Gleichungen 
ein, so erhält man : 

scosa = - JP— KP + |^P) ^r-, 

woraus s und a sofort sich ergeben. Ja findet sich aus 

(P + \JP)JM 
Ja = ^ Q, 

und ß aus (25). (JM. ist blos positiv zu nehmen.) 

Man wird diese Auflösung anwenden , wenn man die Koordi- 
naten zweier (auf einander folgenden) Punkte des Netzes kennt, und 
daraus die eines dritten Punktes bestimmen soll, der mit den zwei 
ersten verbunden ist. Man wird, da jetzt Alles, was* in der vorigen 
Aufgabe verlangt wurde, bekannt ist, geradezu in der angegebenen 
Weise verfahren, d. h. von dem zweiten Punkte (B) aus die Koordi- 
naten des dritten (C) berechnen, und zwar nach (25), woriu s=BC, 
P die Ordinate von B, a aber (für BC) aus dem eben berechneten 
ß gefunden wird. 

VIL Ausser den Koordinaten werden aus dem Dreiecksnetze auch 
die geographischen Lagen (Breite und Länge) der einzelnen Drei- 
eckspunkte berechnet; auch diese Rechnung kommt, wenn man will, 
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auf eine Anwendung der sphärischen Trigonometrie zurück, kann 
jedoch etwas schärfer durch Formeln gefuhrt werden, deren Ent- 
wicklung nicht hieher gehören kann. Selbst aber, wenn man die 
sphärische Trigonometrie anwenden will, muss man eine Anzahl 
theoretischer Sätze zuvor nachweisen, deren blose Anführung hier 
doch wohl zu viel Fremdes, nicht Erwiesenes einführen würde. Da 
ohnehin der Gegenstand recht eigentlich dem Gebiete der höhern 
Geodäsie angehört, so müssen wir dorthin verweisen. * 



Siebenter Abschnitt. 

lieber den Einfluss fehlerhafter Daten auf die durch 
Rechnung daraus erhaltenen Grössen. 

§. 23. 

' Aufstellung der Grundformeln. 

Im siebenten Abschnitt der ersten Abtheilung haben wir für 
ebene Dreiecke bereits den Einfluss von fehlerhaften Messungen auf 
die daraus durch Rechnung abgeleiteten Resultate untersucht; 
dasselbe soll nun hier für sphärische Dreiecke geschehen. Im 
Grunde ist die hier und in dem so eben angeführten Abschnitte der 
ersten Abtheilung gelöste Aufgabe die, die (kleinen) Aendemngen 
zu bestimmen, welche die Resultate erleiden, wenn die Daten (ge- 
gebenen Grössen) solche Aenderungen erleiden, und es können eben 
desshalb die erhaltenen Formeln bei allen Aufgaben dieser Art 
angewendet werden. Der hier einzuhaltende Gang soll derselbe 
seyn, wie im betreffenden Abschnitte der ersten Abtheilung. Wir 
gehen dabei von den Grundformeln (1) aus, nämlich: 

Cosa = cosbcosc 4- sinhsinccosA, \ 
co8b = co8&co8c-h8in&8incco8B i \ (a) 
cos c = cos acoab + sin a sin b cos C , ) 



* In der bereits oben angeführten Schrift über die „Abbildung krummer 
Oberflächen auf einander" habe ich von S. 52 an alle hieher noch gehörigen 
Hauptaufgaben gelöst, so dass hier auf dieselbe mag verwiesen werden. 
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• 

ans denen alle übrigen Formeln abgeleitet sind. Man zieht ans 
ihnen, indem man wie in §. 49 der ersten Abtheilung verfahrt, also 

cos (a 4- Ja) = cosa — sinaarcJa, 

sin (a 4- Ja) =«ma+ cos aar c Ja, n. s. w. 

setzt, ferner die Produkte orcJborcAc u. s. w. vernachlässigt; 

cos a — sinaarcJa, == cos b . cos c — cosbsincarcJc 

— cosc sinb arcJb 4- sinb sine cos A— sinb sine sin Aare JA 
4- co8b8inccosAarcJb 4- sinb cos c cos Aare Je, 

cosb — sinbarcJb ==■ cosacosc — cosbsincarcJc 

— co8C8in&arcJ& + sinasinccosB — sin asincsinB eure JE 
4- co« aatficowB arc^a 4- omaoo*c oo«B arc^c , 

Co« c — sincarcJc — cossl cos b — sinacosbarcJa 

— cos&sinbarcJb 4- sina sinb cos C — sinasinbsinCarcJC 
4- C08 asinb cos CarcJa 4- #maoo#boo6Caro^b, 

d. h. wenn man die Gleichungen (a) beachtet, und, was hier ge- 
stattet ist, statt aro^a setzt Ja u. s. w., indem ja beiderseitig blos 
Grössen dieser Art vorkommen : 

sinaJa — cosbsincJc 4- cos c sinb Jh + sinb sine sinAJA 

— co8b8incco8 AJb — sinb cos e cos AJc 9 

sinbJb — cosasincJc 4- coecsinaJa-h sin asincsinB JB 

— cos a sin c cos BJa -«na cos c cos BJc , 

sin cJc = sin a oo« b//a 4- cos a b^/b 4- sin a «n b «n CJC 

— cos a sm b cos CJa — sinacosb cos CJb. 

Beachtet man die Gleichungen (4) in §. 7 und (3) in §. 6, 
so kann man diese Gleichungen auch schreiben: 

sinaJa = sinacosBJc 4- sin&cosCJb 4- sinasinbsinCJA , 
*mb^/b = sinbeos AJc 4- «nboo«C^a 4- sinb sine sin AJB , 
sincJc = 8incco8 AJb 4- «ncoo*B^/a 4- sinb sine sin AJC, 

d.h. 

<</a = coä B^c 4- oo« C/^b 4- sinb sin CJA , J 

Jb = co8 AJc + cos CJa, 4- sincsinAJB, \ (26) 

Jq — cos AJb 4- oo«B//a 4- sin asinBJC , * ) 

welche drei Formeln die nöthigen Beziehungen zwischen den sechs 

• tin b tin A = sin a sin B , wegen §. 6, (3). 
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Grössen Jz, Jb, . . . , JC feststellen. Wollte man andere Grnnd- 
formeln als Ausgangspunkt wählen, so erhielte man Resultate, 
welche ans (26) sich sofort ableiten Hessen. Wir haben nun die 
einzelnen Fälle besonders zu untersuchen. 

§. 34. 

Anwendung auf die einzelnen Fälle des sphärischen Dreiecks. 

I. Es sind gegeben a, b, c; gesucht A, B, C (§. 12). Aus (26) 
folgt unmittelbar : 



JC = 



Jt- 


cosBJe — cosCJb 




sinbsinC 


Jb- 


cos A Je — coeCJa. 




sine sin A 


Je- 


C08ÄJb — COsBJü 




sinzsinB 



worin folglich für A, B, C die nach §.12 gefundenen Werthe zu 
setzen sind. Man sieht hieraus, dass, wenn a, b, c gar zu klein 
sind, die Berechnung von A, B, C nach §.12 nicht anzurathen ist, 
da alsdann sin&, einen, s.w. sehr klein werden, also die Fehler JA, 
JB, JC bedeutend ausfallen können. Es kommt dies darauf 
hinaus, den Legendreschen Satz anzuwenden (§.24), statt der 
Formeln des §. 12. 

II. Gegeben A, B, G; gesucht a, b, c (§. 13). 

Aus (26) hat man jetzt Ja, Jb, Je zu bestimmen. Man hat 
nun zunächst: 

Ja — cos BJe — coe CJb = sin b sin CJA , \ 

Jb — cos AJe — cos CJa = sine sinAJB , \ (a) 

Je — cosAJb — cosBJx — sm&smBJC. \ 

Man multiplizire die zweite dieser Gleichungen mit cos G und 
addire sie zur ersten, so ist: 

Jsl sin 2 C — (cosB •+• cos A cos C) Je 

= smb sin CJA 4- sin e sin A cos CJB , 
sin * CJ& — sin A sin C cos bJe 

= sinbsinCJA -h sin&sinCcosCJB (§§. 7 u. 6) 
sin CJ* — sinAcosbJe 

= sin bJA 4- sin a cos CJB. (b) 
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Eben so multiplizire man die erste (a) mitco*A, die letzte mit 
cos C und subtrahire, so ist: 

(cosA 4- cosBcosQJd — (cosAcosB 4- cosC)Jc 
= sinbsinCcos AJA — sin^sinBcos CJC, 

sinB sin C cos aJa, — sin A sin B cos cJo 

= smcsinBcosAJA — sinisinB cosCJC, 

sin C cos *Ja> — sin A cos cJc 

= sine cos AJA — sin&cos CJC. (c) 
Aas (b) nnd (c) ergibt sich nun: 

(sinAcosc —sinAcoshcosa)J<$ = (sinbcosn— sinccosA)JA 

-\-8in&co8Cco8&JB+8ina.cosCJC , 
sinA(cosc — cos&cosK)Jg = (sinbeosa, — sinccosA)JA 

4- «enacaiaawCL/B 4- sina,cosCJC, 
sin a «in b co* C *tn A^/c = a co* b cö* C^/A 

4-^ac0«ac0sCz/B + *wa<?0*Cz/C (§.7, 4), 
sin b «w A^c = cos bdA 4- cos aJB 4- JC , 
d. man hat: 

JC+cosaJB 4- cosbJA 



Jc = 
Jb = 
J& = 



sinAsinb 

/TB 4- cqsslJC 4- co* cJA 
sin C sin a. 

Ja. 4- coscJB 4- coab^C 



6?nBd*Yic 

Anch hier gilt dieselbe Bemerkung wie zu I. 

III. Gegeben b, c, A; gesucht B, C, a (§. 14). 

Aus (26) sind jetzt Ja,, JB, JC zu bestimmen. Man hat zu 
dem Ende : 

Ja = cos CJb 4- cosBJc 4- sinb sin CJA, 
cosCJa, 4- «mcwnAiB = z/b — cos A Je, 
cosBJa, 4- *ma«tnB^C = Jc — cosAJb. 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt, wenn man obigen 
Werth von Ja. einfuhrt : 

sin c sin AJB = am 1 CJb — (cos A + cosB cos C) Je 
— sinb sin C so« C//A , 
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sin a sin BJG — ein 2 BJc — (cos A 4- cos B cos C) Jb 

— sin b sin C cos BJA, 

d.h. (§.6, 7): 

am a sin CJB — ain 2 CJb — ain B sin Ccos zJc , 

— sin b sin C cos CJA , 

- sin a «Vi Bz/C — sin 2 Bz/c — am B sin G cos &Jb 

— ain c *t Vi B coa Bz/a ; 

mithin hat man : 

Ja, = cos CJb ■+■ cos BJc -h sin b am CJA , 

z/B = — — Jb — «tnB cotgaJc : */A , 

sin* sin a 

n «nB . #mcc0*B 

z/G= — — Jc — smCcotoixJb — JA. 

sin a «ma 

Aach hier soll a nicht gar zu klein seyn, oder, was auf dasselbe 
herauskommt, A nicht zu klein. 

IV. Gegeben a, B, C; gesucht A, b, c (§. 15). 

Jetzt sind Jb, Je, JA aas (26) zu bestimmen. Es ist: 

cos CJb -+- cos BJc ■+• ainbainCJA = Ja, 
Jb — cos AJc — cos CJn -h «in c «n Az/ß , 
z/c — cos AJb = cosBz/a -f- am a*mBz/C. 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt zunächst: 

am 2 AJc = (co* A co« C -I- B) */a -+- « w c A co* AJB 
-hsintsinBJC, 

sin 2 AJb — (cosG -h cos AcosB)Ja. -\- sincsinAJB 
+ sin a «in B coä kJC , 

d.h. (§§.7,6): 

«in 2 AJc — «in A «in C cos bz/a 4- «in c sin A cos AJB , 
+ sin b 5/n AJC , 

«in 2 Az/b = sin A sin B cos cJ& 4- «in c sin AJB 
-\- sinb sin A cos AJC; 

sinGcosb A sine cos A sinb .~ 

Je T-r-^a H ——JB+ -r—r JC , 

smA sinA smA 

_ sinBcosc . sine _ sinb cos A jrr 
«in a «i?i a «i* a 
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Setzt man diese Werthe in die erste Gleichung, so hat man: 

» 

. , . ~ . r , sinBcosccosC sinCcosbcosB^ 

sin b sin GJA—Ja II — — 1 

8inA sinA 

_^.8incco8(j ^ sine cos AcosB . ^ ^nbcosAcosC 



sinA sinA sinA 

+ 



sinbcosK, 

.4.» A J 



Aber (§.7): 

«w A — sinB cos c co* C — «n C cosb cos B *m A — sinB cos c X 
[— co« A cos B H- «n A sin B oos c] — cosB [cosc sinB cosA 
4- co*B sin A] = A 4- co«A sinB cosBcosc — 
sinA sin*B co« 2 c — co*A«nBco*BcoÄC — cos 7 Bsin A — 

«w'B «nA — sinA *m*B cos 2 c = «nA«n l B«n l c, 

■ 

*mcco*C -f- «ine coä AcoaB = «nc«»A*mBco«c, 
sinbeos AcosC 4- sinbcosB — sinb sin AsinQ cosb , 

also 

smb «m C//A = «m'B sin 2 cJa. — *mc «in B coscJB 
— *m b sin C co« b//C. 

Daraas folgt endlich: 

sinB cos cJa. 4- *m c^/B 4- *mb cos AJC 



Jb = 
Jc = 



sinA 

sin C cos bJ* 4- sin c cos A^/B 4- sinbJC 



sinA 

JA = sin c «Vi B<*/a — cos cJB — cos bJC . (vgl. II I .) 

V. Gegeben a, b, A; gesucht c, B, C (§. 16). 

Für diesen Fall sind JB, JC 9 Ja aus (26) zu entwickeln. 
Nun ist 

cos BJe = Jsl — cos CJb — sin b sin CJA , 

cos A Je 4- sin c sinAJB — Jb — cos GJ&, 

Je — sina,8inBJC = cosAJb 4- cos BJ*. 

Setzt man den Werth von Je, wie er aus der ersten Gleichung 
folgt, in die zwei andern, so ist 
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«nc«»A^B = Jb [1 4- e ^£^ ] _ Ja Ins C + C -^|] 

«mb«nCcö«A 

H ~ ^/A, 

cosB 

■ 

j C 

sin a #m B^C — Ja [ =: — cos B j — Jb [cos A H -] 

cos d cos B 

«nbw'nC Jk 

— — ~ — JA, 

co*B 

d.h. (§.7): 

• * >r> «mA«nCca*b «nB*mC(?o«a . 

sin c A^/B — zr Jb - Ja. 

cosa cos B 

sinb sin C cos A 

H v: JA, 

cosB 

ftfl a «n Bz/ u = — Jx — J 0 — — JA ; 

cosB cosB cosB 

so dass jetzt, wenn man die Gleichungen (3) beachtet: 

. Ja, — cos CJb — sin b sin CJA 

J c - -—5 , 

cos B 

JB^tgBcotgbJb — tgBcotg*Ja + tgBcotgAJA, 

*n v sin A cos c .. sine 

»in* ~ sin&eösB ~ sin&cösB ' 

so dass also B nicht nahe an 90° ausfallen darf, d. h. da 

sinB — -—. — sinb , 
sina 

es darf nicht nahe 

. sin a= sinb sin A 

seyn. 

VI. Gegeben a, A, B; gesucht b, c, C (§. 17). 

Aus (26) hat man Jb, Je, JC zu bestimmen. Es ist aber 
cos CJb + cosBJc — Ja — sinbsinCJA, 
Jb — cosAJc = cos CJa 4- *m c sinAJB , 
^c — cosAJb — sinasinBJC = co*B^a. 

Die zwei ersten Gleichungen geben: 
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(cosB + cos AcosG)Jb — (cosA -f- cosBcosÜ) J& 

— sinbsinCcosAJA ■+• 8ina,8inAco8BJB 9 

(cosB H- cosAcosC)Jc = J2L8in 2 G— sinbsin CJA 

— sin c sinAcoä CJB , 

d.h. (§.7): 

sin AsinCco8bJb = sinBsinGcos&Ja, — sinbsinCcosAJA 

+ sin&sinCcosBJB, 

sin A #m C cos bJc = «in 2 CJa> — sin b sin CJA 

— sin&sinGcosCJB. 

oder 

^/b = tgbcotga,Ja, — tgbcotgAJA + tgbcotgBJB , 

«nC . tyb JK sin&cosC _ 

Jq=-~ -Ja. 7—r^A — -JB. 

stnAcosb sinA stnAcosb 

Setzt man diese Werthe ia die dritte Gleichung ein, so 
hat man : 

sinC 

sin a sin BJC = Ja, | \ wAcQ ^ — ig b cotg a cos A — co* B] 
+ //A[ — ^\ + tybcotyAco*A] 

+ ^ [ ~ ~ * b cot9 B co * A] - 

Aber es ist 

— tgb coty a cosA — cosB = 



«inAcoib *wAcosb 

*m b cos a <?o* A sin A cos B ot'w A cos b 
*iw a co* b *m A «Vi A cos b 

sinC cosAcosa-sinB cosBsinAcosb 

- (§• 6) 



«V» A co* b sin A cos b ein A cos b 

sinC — cosusinBcosA — cosB [cossl sinBcosC + co*B *mC] 

*enAco*b 
[§. 7, Formel (6)] 

_ sin C — cos&sinB co s A — cosa. sin B cos BcosC — cos 2 BsinC 

, *inAco*b 

_ rin'BamC — co*a«nB [co* A 4- co*Bco*C] 

sinAcosb 
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rnn*BsinC — cos t asin 2 BsinC _ *in*agm*B sin C 
sinA cos b 8inA cos b 

sin a,sin 2 B sine 



cosb 



(§• 6). 



tgb tqb r , _-. sinAstnb 

tgbcotgAcosA = -^-—[cos 7 A — 1] = - — , 

^ J smA «nA L cosb 

sinn, cos C . „ , «na(?o*C4-«fib(7o^B<?o«A*2nA 
-— + tgbcotgB cosA = 

«nacosC -f-«wacö*B£0*A c c sinn sin AsinB cos c « ^ 
= iMA^b (§ - 6) = ««A^b (§ - 7) 

$mi a sin B cos c 
cosb 

Also ist 

= ig b cotg *J*> — tg b cotg AJA + tgb cotg BJB , 

^ sin C j sin b a cos ^ jy, 

' sin A cosb sin A cosb sinAcosb 

^ sinB sine a 1 cosc 

JC~ — Ja -JA -J\\. 

cosb cosb cosb 

Demnach darf hier nicht b nahe an 90°, d. h. nicht nahe 

«nA = «na«nB 

seyn. 

Sind einige der gemessenen (oder überhaupt bekannten) Grössen 
als fehlerfrei anzusehen, so ist in obigen Formeln der entsprechende 
Fehler = 0 zn setzen. So z. B. , wenn in einem Dreiecke A ein 
rechter Winkel, also sicher bekannt ist, hat man JA = 0 u. s. w. 
Es ist offenbar höchst einfach, die diesen Fällen entsprechenden 
Gleichungen aus den obigen abzuleiten , wobei wir uns nicht auf- 
halten wollen. 

§•35. , 

Anwendung auf einige Falle der Astronomie. 

Die in §. 34 abgeleiteten Formeln werden zunächst in der- 
selben Weise anzuwenden seyn, Wie dies mit den ähnlichen in 
§. 51 der ersten Abtheilung geschehen ist, worüber wir hier uns 
wohl nicht weiter mehr zu verbreiten haben. Wir wollen dagegen 
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einige Beispiele, die schon mehr dem Kreise der Anwendungen an- 
gehören, hier beifügen. 

Stelle S einen Stern vor, P den Nord- 
pol, Z das Zenith des Beobachtungsortes, 

BPA also den Meridian, AB den Horizont, 

so ist ZS = 90° — h die Zenithdistanz des 

Sterns, ZP = 90°-o> die Zenithdistanz A 

des Nordpols, ZPS = s der Stundenwinkel, 

PZS = a das Azimuth, PS = 90° — ö die 

Ergänzung (zu 90°) der Sterndeklination. 

Für diese Grössen hat man 

sinh = sin q>sind + cos ycosöcoss, 
sin Ö = sin<p sin h + cos(p cos h cos er. 

Es sollen nun folgende Fälle betrachtet werden. 

L Seyen h, d, s bekannt,* und zwar sey d, als aus Tafeln 
genommen , fehlerfrei; h, s aber können die Fehler J\\, Js haben; 
es soll namentlich der Fehler J<$ der aus dem Dreiecke ZPS be- 
rechneten geographischen Breite ermittelt werden. 

Hier treten die Formeln in V. des §. 34 ein. Dort ist nun 
a = 90°— h, b = 90°— ö, A = s, c = 90°— <jp, B = a; J& = — Jh, 
Jb = O t JA = Js t Je = — Jg> 9 also : 

A — Jh — cosa sin aJs . J\\ , . 

—Jto — - , J(p — h COS (f tq aJs. 

* cosa * cosa T * 

Daraus folgt, dass bei unveränderten Jh, Ja der Fehler J(p 
möglichst klein seyn wird, wenn a==0 oder 180°, d. h. wenn der 
Stern sich im Meridian befindet. Je kleiner überhaupt a ist, desto 



• Wie man h durch Beobachtung findet, ist klar. Was s anbelangt, so 
geben die astronomischen Tafeln die gerade Aufsteigung des Sterns (Anmer- 
kung zn §. 29, V.). Geht eine Uhr nach Sternzeit, so zeigt sie Mittag, wenn der 
Frühlingspunkt durch den Meridian geht; man weiss also aus der Uhrzeit immer 
den Stundenwinkel des Frühlingspunktes zu finden, und da man den Winkol kennt, 
den der Deklinations- (Stunden-) Kreis des Sterns mit dem Deklinationskreis des 
Frühlingspunkts macht, so ergibt sich daraus ganz leicht der Stundenwinkel des 
Sterns im Augenblicke der Beobachtung , so dass aus der Uhrzeit der Stunden- 
winkel gefunden werden kann. Der Fehler A% rührt also von der Beobachtung 
der Uhrzeit her, da die gerade Aufsteigung als genau bekannt anzusehen ist 
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sicherer wird <p erhalten; für Sterne, die nahe am Pole sich be- 
finden, wird a nie bedeutend werden, daher für diesen Fall solche 
Sterne sich am besten eignen. » 

II. Seyen h, 6, a bekannt und zwar wieder 8 genau; es soll der 
Fehler in <p bestimmt werden, 

Dieselben Formeln werden abermals zu benützen seyn ; nennt 
man den Winkel PSZ (den parallak tischen Winkel) S, so ist: 
a = 90°-o\ b = 90°-h, A = a, c = 90°-y, B = s, C = S, 
Ja, ~ 0, Jh = — Jh, JA — Ja, Je — — Jq> , 
also 

cosSJh — coswsinsJa A cosS _ 
— J(p = , Jm— Jh -4- cosmtg sJa. 

X COS8 COSS 

In der Regel wird Jh ~> Ja seyn, so dass <p am besten erhalten 

wird, wenn nahe = 0 ist, d. h. wenn S fast 90° wird. Dies 
cos s 

ist jedoch nur für Sterne möglich, für die ö > g> ist, da für S = 90° 
(§."): 

cosö 

cos o = cos wsina. mn a = 

x cosq) 

seyn muss , so dass cosö<co8q> f ö>(p seyn wird. Ist S = 90°, 
so ist (§, 11): 

cos s = ty(90°— Ö)cotg (90° — <p) = cotgbtgy, 

und da 6 > g>, so ist tgö>tg<p, also cotg ötgy < 1, mithin s mög- 
lich. ' Je mehr ö sich y nähert, desto mehr geht cotgötgy gegen 1, 
also s gegen 0, mithin auch tgs gegen 0. 

Daraus folgt, dass man für diesen Fall einen Stern wählen 
wird, dessen Deklination grösser als die gesuchte Polhöhe, doch 
nicht viel von ihr verschieden ist, und dass man ihn in dem durch 
die Gleichung 

cosö 
sin a = 

COS ff 

(oder wenn S = 90°) bestimmten Azimuth beobachten wird. Als- 
dann befindet sich der Stern übrigens in seiner grössten Aus- 
weichung. 

ID. Aus bekanntem 0, g> t h soll der Stunden winkel s, also die 
Sternzeit bestimmt werden. 
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■ * 

In §. 34, I ist a = 90°-d\ b - 90° — y, c = 9Ö°-b, 
A = «, C=s; Jsl = 0, Jb = = J(p, Je — — Jh, JG=J&, also 

^ _ — Jh + cos aJq> 
cosysina 

Demnach wird der Stundenwinkel am sichersten gefunden, 
wenn « = 90° (d. h. im ersten Vertikalkreis). 

IV. Aus bekanntem 8, <p, h soll das Azimuth a berechnet 
werden. 

In denselben Formeln: a = 90°— <5, b = 90°— <p, c — 90°— h, 
A=a, B = S, C=s; Ja = 0; Jb = — Jy>, Je = — Jh, 
JA = Ja, also: 

CO« qp sm s 

so dass S möglichst nahe an 90°, aber auch s nicht zu klein seyn 

soll. Da für S = 90° (§.11): 

cosh . ' 
sin s = , sin s cos <t> = cos n , 

C08 (p * 

so muss also h möglichst klein seyn. Man wird also Sterne wählen, 
die zwischen Pol und Zenith durch den Meridian gehen, für welche 
immer h<90°, und sie in ihrer grössten Ausweichung beobachten 
(S = 90°). 

V. Aus bekanntem g>, h, a soll der Stundenwinkel s berechnet 
werden. 

Nach m in §. 34 ist b = 90° - <p, c = 90° - h, A = «, 
a = 90°-o\ ß=S, C = s, Jb=-J<p, Jc= - Jh, JA = Ja, 
JC = Js, also 

— sin SJh -h sin s sin 8J(p — cos h cos SJa 

cos 8 

In der Regel wird Jq>=0 zu setzen seyn, und Jh tiberwiegen, 
so dass man am besten verfahren wird, wenn S = 0 oder 180°, d.h. 
wenn der Stern im Meridian beobachtet wird. Dann ist übrigens 
auch s = 0 oder 180°. ö darf jedoch nicht nahe an 90° gehen, 
d. h. Sterne nahe am Pole sind hiezu nicht geeignet; nimmt man, 
Sterne, welche nahe am Zenith durch den Meridian gehen, so ist, 
für sie h nahe = 90°, also hat der Fehler in a keinen bedeutenden 
Einfluss. 

Dien g er, Trigonometrie. 23 
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VI. Aus bekanntem s, ö, (p soll a bestimmt werden. 

In den Formeln III des §.34 istb = 90° — 8, c = 90°-r/, 

A = s, B = «, C=S, a = 90°-h, Jb ~ -Jö, Je = - Jy, 

JA — Js, Jb = Ja, also 

. sinS , . - . . cos8cosS 

Jet = Jö -hstnatg hJa —— Js. 

cosh * cosh 

In der Regel ist J8 — J(p = 0 t also blos 

C08 S C 08 8 . 

Ja — , Js. 

C08D. 

Daraus folgt, dass a am besten erhalten wird, wenn man Sterne 
nahe am Pole wählt, für welche also 8 nahe an 90°; beobachtet man 
sie im Augenblicke der grössten Ausweichung (S = 90°), so ist 
dies noch um se besser. Immer wird man sich jedoch hüten, 
h nahe an 90° zu wählen. 

§• 36. 

Anwendung auf die Aufgaben des §. 29. 

In §.35 haben wir bereits an einigen Beispielen gezeigt, wie 
man vermittelst der Formeln des §. 34 bestimmen kann, unter 
welchen Umständen die Beobachtungen anzustellen sind, damit das 
möglich genauste Resultat erhalten werde. Es ist von selbst ver- 
ständlich, dass dieGränzen der Fehler der erhaltenen Werthe durch 
dieselben Formeln gegeben sind. Wir wollen nun noch einige 
Untersuchungen dieser Art in Bezug auf die wichtigen Aufgaben 
des §. 29 anstellen. 

I. Zu I. in §.29. Wir wollen 8 als fehlerfrei ansehen, da- 
gegen h, h' als mit Fehlern Jh, J\\' behaftet betrachten, so dass <r 
und s die Fehler J<p, Js haben, und t mit dem Fehler Jt behaftet 
ist. Da 

sin h = sin 8 sin <p ■+- cos 8 cos <p cos s , 

sin h' = sin 8 sin (p + cos8 cos y> cos (s — t) , 

so hat man also (erste Abth. §. 52, III, Note): 

cos h^/h = sin 8 cos tpdup — cos 8 sin <p cos sJ<p 

— cos 8 cos <p sin sJs , 

cos h'^h' = sin 8 cos (pJ(p — cos 8 sin q> cos (s — t) J(p 

— cos 8 cos (p sin (s — r) (Js — Ji) , 
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wenn man statt arcJh, , sogleich J\\ setzt, was offenbar 

gestattet ist. Hieraus hat man Jy>, Js zu bestimmen. 



Fiff. HG, 




Bezeichnet man die zu den Stundenwinkeln », s—t gehörigen 
Azimuthe PZS, PZS' (die leicht berechnet werden können) mit «, 
a\ so ist (§. 7, Formeln 4) : 

cos (p sin 8 — cös 8 sin apcoss = cos h cos et, 

cos (f sin 8 — cos 8 sin (p cos (s — t) — cos Ii ' cos a', 

mithin 

cos hJh = cos h cos aJip — cos 8 cos (p sin sJs , 
cosh'JW^ cosh' cos «' Jqt — cos 8 cos q> sins 1 J$ 
-h cos ö cos q> sin &'Jt , 
wenn s' = s — r. Daraus folgt : 

cos h sin s — cos h' sin *J\\' + cos 8 cos qp sin s sin s 'Jr 



J(p — 



cos h cos a sin s' — cos h' cos «' sin s 

\cos h cos h' cos a'Jh — cos Ii cos h' cos ciJh' 
-h cos <S c os <p *?w s' cos h cos a/ it 



cos 8 cos ap [sin s' cos h cos a — sin s £0.9 h' cos«'] ' 

Betrachten wir blos J<p, da uns die Bestimmung von cp am 
meisten interessirt, so ist (§.6): 

w 4 

cos 5 : sin a = cos'h : sin s , cos <S : sin «' = cos h' : sin s', 



*m«C0sh . . sina'cosh' 
«ns — — — , s^ts' — 



cos 8 



also 



cos h cos a sin s' — cos h' cos «' sm s = 



cos 

cosh cosh' 
cos 8 



[sin a' cos a — 



. . , COS Ii CÖS Ii' . 

— . cos a' sm « J — - : - — sm («' — a) , 



cos< 



mithin 



23 
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sina' _ sina ... sina sina' 

Jq> = . , . -Jh 7-r-, ^Jh' + . , . -coscpJt. 

sin (er — a) sin (a — a) sin (a — a) 

Daraas folgt offenbar , dass es gut seyn wird, von den zwei 
Azimuthen a, a', eines nahe an 0 oder 180°, das andere nahe an 
90° zu wählen, da alsdann sin (a' — a) nahe an 1, und entweder 
sina oder sina* nahe an 0 gehen, also Jy ungefähr = Jh 
oder Jh' (im ungünstigsten Falle) seyn wird. Daher rührt die 
astronomische Vorschrift, die eine Beobachtung nahe am Meridian, 
die andere nahe am ersten Yertikalkreis zu machen. (Vergl. 
Sawitsch: Abriss der praktischen Astronomie u. s.w. II. S.361.) 

Für Js würde man haben: 

cos et* . Cosa _ . sina' Cosa . 

Js=— Jh : Jh'+ Jx , 

sin (a' — a ) cos <p sin (a' — a)cos<p sin («' — a) 

welche Gleichung auf ein ähnliches Resultat fuhren würde (a=90°, 
a' = 0 oder 180°). 

II. Zu VIII in §. 29. ö als absolut genau angenommen, erhält 
man aus den aufgestellten Gleichungen unmittelbar: 
0 = cos h sin <j>Jh + sin h cos qidcp— sin h cos qp cos aJh 

— co 8 h sin (pcos aJcp — cos h cos (p sin aJa , 

0 = cosh' sinyJh' -h sinh'cos<pJ<p — sinh'cos<p cos (a 4- &)Jh' 

— cosh' sin <p cos (a a)//h — co« h' co* <j> «zw (a 4- a) 4- Ja.) , 
woraus , Ja zu ermitteln sind. Nach §. 7 ist aber 

Cösh#m<j) — sinhcos(pco8a — cosö cosS, 

sinheosq) — coshsinq)COsa = cos Ö cos s, 
cos h'sin g> — h' cos <p cos (a 4- a) = co« d cos S', 

«mh'coÄy — cosh' sing> cos (a H- a) = cos 6 cos &\ 
wo wieder S, S' die parallaktischen Winkel sind, die den beiden 
Beobachtungen entsprechen (PSZ, PS'Z). 
Also ist 

0 = cos ö cos SJh 4- cos 6 cos sJq> — cos h cos (p sin aJa , 

O^cosdcosS'Jh* +cosdcos&'J(p —cosh' cosq>sin(a-ha.) {Ja 4- Ja), 

oder da (§. 6) : 

cos (psina = cosd sin S , cos <p sin (« 4- a) = cos 6 sin S ' : 
0 = cosSJh 4- cos&Jy — co« h«r»S^/a (§. 33, Form. 26) , 
0 = cosS'^/h' 4- cos&'Jy - co^h'^nS^a - cosh''*mS'^a. 

Hieraus folgt: 
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cos SJh 4- cos h sin S cos S'Jh' — 

C08\lCOs\\' sin S sin 



, f 

^ co^h'eoas *mS' — c0«h<?008'*t'nS 

Aber 

<?OÄh*mS = co*<jp*ms, ftwh'finS' = cosysins', 

also 

005 h' cosssinS' — co«h cos&'sinS =■ costf (sink 1 coss — cos&' eins) 

= cos y sin (s' — s). 

also 

sin s' cos S - «in s 00* S' - . 00* qp «n s *m s' . 

Jcp =. — z/hH //h' Ja.. 

sin (s' — s) *m (s' — s) sin (&'— s) 

- 

Die Differenz s' — s der zwei Stundenwinkel darf mithin nicht 
klein seyn, d. h. die Beobachtungen dürfen nicht rasch auf einander 
folgen; am besten wird man thun, die eine Beobachtung nahe am 
Meridian (s oders' = 0 oder 180°), die andere 6 Stunden früher 
oder später (s oder s' = 90°) zu machen. 

III. Zu II in §.29. ö, 6' als fehlerfrei angesehen, hat man: 
0 = coshsinqiJh 4- sinh cos (pJ<p — sinh cosycosctJh 

— cos h sin q> cos ccJq> — cos h cos qp sin aJcc , 

0 = coshsin qp^/h' -f- sinh cos qpJq> — sinhcosycoeaJh' 

— coshsinycosfa-i- a)//qp — C08hc08(psin(a-+-&) (Ja+Ja.) f 
wenn man annimmt, dass Jh* der Fehler bei der zweiten Höhen- 
beobachtung sey. Diese Gleichungen sind auch (nach II) : 

0 = C08ÖC08 SJh + cosÖcossJq) — cosYiCOS <p sin a Ja , 
0 = cosö' cos S'Jh' + cosö'cos&'Jy 

— cos h cos qj sin (a -H a) (Ja + Ja,) , 

oder da 

cos g> sin a = cosd sin S t cos<p sin (a + a) = cos ö' sin S' : 
0 = cos SJh -h cossJq> — coshsinSJcc, 
0 = cos&'Jh' 4- cos&'Jy — coshsinS'Ja — coshsinS'Ja,, 
woraus dasselbe Resultat wie in II folgt. 

IV. Zu IQ. in §.29. Man hat aus den dortigen Gleichungen; 
cos hJh =cos(p sin ÖJ(p 4- sin Q) cos SJö — sin q> cos d cos sJ<p 

— co8cfj sin ö cos bJ6 — cos <p cosd sin sJs , 

cosh'Jh' = cos (p sin dJq> 4- sin cp cos öJö — sin q> cosd cos (s — t) Jtp 

— cos q> sin ö cos (s — t) Jd 

— cos qp cosd sin (s — t) (J& — Jt) , 
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cos h 4 'J)]' 4 - cos y sin 8Jcp 4- sin q cos 8J8 — sin <f> cos 8 cos (s — r 4 ) Jf 

— cos q> sind cos (s — t'~)Jö 

— C08<fC08Ösin(* — t') (Js — Jt 4 }. 

Da aber [§. 7, Formeln (4)]: 

cos (jf> sin 8 — sin (f cos 8 cos s ~ cos h cos a , 
sin (f cos 8 — cos y sin 8 cos s = cos h cos S , 

wo «, S die frühere Bedeutung haben, so hat man: 

cos hJh = cos h cos aJtp 4- co« h co* Sz/ö" — co« qp cos 8 sin sJa , 
h'^/h' — cos Wcos a'Jif) 4- cos \\' cosS'Jö 

— cos (f: cos ösin s 4 Ja 4- cos <p cos ö sins'Jr , 
cos h"Jh" = <?o* h" <*w «"^ 4- <?oä h // ct>^ S'^/tf 

— cos tp cos 8 sin $"Js 4- cos y cos 8 sin s" //z', 

r 

oder endlich, da (§. 6) 

sin s c<9# d = sin acosh: 

Jh — cos aJ(p 4- cos SJ8 — cos (f sin aJs , * 

J\\' — cosa'J(p 4- cosS'JÖ — cos(psina 4 Js 4- cos(fsina 4 Jr, 

Jh' 4 — cosu"Jq> 4- cosS"Jö — 6*0*9» sina 44 Js 4- cos y sin a' 4 /Ix 4 , 

woraus ^/<p, //<S, ^/s zu bestimmen sind, wobei wir uns jedoch auf 
das erste beschränken wollen. Man erhält: 

SJh (ßina 4 cosS 44 —sina 44 cosS 4 )-\-Jh 4 (sina 44 cos S—sin acosS 44 ^ 
4- Jh" (sinacosS 4 — sina 4 cos S) 4- sina' costpJr (ßina cosS 4 * 
— since 44 cosS) 4- cos q sina 4 ' Jt 4 (sina 4 cosS — sinacosS 4 ) 

Jq> — : — — ■ — — — — — — • 

\C08 a (sin a 4 cos S" — sin a 44 cos SO 4- cos a 4 {sin a 44 cos S — 

( sin et cos S") 4- cos a 4 4 (sin a cos S' — sin a 4 cos S) 

Was den Nenner anbelangt, so ist er auch = 

cos S (sin a 44 cosa 4 — cos a 44 sin «") 4- cos S' (sin a cos a 4 4 — cos a sina' 4 ) 
4- cos S" (sin a 4 cos a — cos a 4 sin a) =■ cos S sin (a 44 — a') 
4- cos S' sin (a — a 44 ) 4- cos S" («' — a). 

Daraus folgt, dass man die Beobachtungen nicht so anstellen 
darf, dass alle drei Azirauthdifferenzen a 4 — a, a ,4 — a 4 , a t4 —a 
klein ausfallen, überhaupt nicht so, dass der Nenner sehr klein wird. 
Die Winkel S', S', S" bleiben immer unter 90°, wenn 8<<p; man 



• Wie aus den Formeln (26) in §. 33 unmittelbar folgt. 

* 
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wird also nicht nahe am Pole liegende Sterne wählen, da für die- 
selben ohnehin die Azimuthdifferenzen gering sind, vielmehr solche, 
die nicht zwischen Zenith und Pol durch den Meridian gehen. Ist 
etwa a nahe an 0, a' = 90°, «" = 180°, so ist (fiir solche Sterne) 
S = 0, S" - 0 und S' < 90°, also dann der Nenner = 2, mithin 
bedeutend genug, so dass man die Beobachtungen derart anordnen 
kann, dass die erste nahe am Meridian, die zweite im ersten Verti- 
kalkreis, und die dritte wieder nahe am Meridian geschieht. Als- 
dann ist übrigens ungefähr 

sin a' cos S" — sin a" cos S' = 1 , 
sin a" cos S — sin a cos S" = 0 , 
sin a cos S' ~ sin a' cos S = — 1 , 

also nahezu 

was unsere obige Angabe rechtfertigt. 

Werden nicht alle drei Beobachtungen auf derselben Seite des 
Meridians gemacht, so werden einige der Azimuthe östlich, die 
andern westlich seyn; die Resultate aber bleiben. 

■ 

V. Zu IV. in §. 29. Man hat, wenn 

a -4- a = a'j a -f- a' — a" : 

cosÖJÖ = cosh sin (pJh 4- sin h cos <pJ(p — sin h cos <p cos aJ\\ 

— cos h sin <p cos aJtp — cos h cos tp sin et Ja , 

cos SJö — cos h' sin ipJ\v* -+- sin h' cos (pJ<p — sin h' cos <p cos d' Jh' 

— cos h' sin <p cos a'Jtp — cos h' cos <p sin a* {Ja 4- J&) , 

oos ÖJÖ = cos h" sin <pJh"+ sinh" cos <pJ(p — smh" cos <p cos a" Jh." 

— cosh" sintp cosa"J<p — cosh" cos <p sina" {Ja 4- Ja.'). 

Da aber 

sin <pcosh — cos (p sin hcosa = cos ÖcosS, 
sin hco8(p — cos h sin g)COsa = cos Öcoss, 
coshsina =cosösins f 

so hat man auch 

J8 = cosSJh 4- cossJq) — cosysinsJcc [§. 33 Form (26)] , 
J8 = cos S'//h' -\-co8h'J<p — cos cp sin s'Ju — - cos q> sin &'Jn , 
JÖ = cosS"Jh" 4- co8&"J(j) — C08q)sin&"Ja — C08(psin&"Ja', 

woraus J<p t JÖ, Ja zu bestimmen sind. 
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Durch Subtraktion erhält man hieraus: 
(cos s' — cos s) Jq> — cos q> (sin s' — sin s) A% = — cos &'Jh' 

4- cosSJh 4- C08q>sin&'J&, 
(cos s" — cos s) Jg> — cos <p (sin s"— sin &)Ja=z— cos S"Jh" 

4- cos SJh + cos<psin s'Ua', 

d. h. 

— 2sin{($'+ s) sinW— — 2cosg>co8$(s'+8)8ini(&'—&)Ja 

= — cosS'Jh' 4- cosSJh 4- costpsins'Ja,, 

— 2sinl(s"+s)sini(s"— &>Jg>-2co8g>co8$(s"+s)8in\(&"-s)Ja 

= — co*S"Jh" 4- co^S^h 4- cos y sin s" Ja'. 
Hieraus folgt: 

Jg> [sin i (s' 4- s) cos } (s" 4- s) — <m \ (s" 4- s) <?o* \ (s' + s)] 
_ Jh^ cos S' cos $(&"+&) Jh." cosS"co8{(&' + s) 
~ 2 sin\(s'-&) ~~2 «w}(8"-6) 
^hgQ^S posj(8"4-s) cos $ ( s ' + s)"| 
2 Lmi (s' - s) " sinl(&"-h&)J ~~ 
costpsins'cosKßH + s) cosysins" cojjQ' 4- s) , , 
2 «m J (s' - s) M + 2«nl(s"-s) ^ ' 

Da aber 

eini (s'4- s)co*Ks"4- s) - «fij(«"+ s)m}(8 / + ß) =*wij(8'~ s"), 

cosl(s" + s) co*J (s' 4- s) 
*m 1 (s' — s) *m 5 (s" — s) " 
cos\ (s" 4- 8)«th{ (s" - s) - co** (s' 4- s)sin{(&' -s) 

«)«ni(s" -ß) 
jffl»«" " l^ns — jams' 4- }«'ns sms 



// 



ffh}(s' — s)«m}(&" — s) "'2Äm}(8 / -8)«n5(6"-s) 
_ 2co g j(s // 4-8 // )j«nKs /y — sQ 
2*mKs / -s)««}( 8 ' / -s) » 

so ist 

^ _ cos j (s" 4- s) cos S'Jh' cosj (s' 4- s) cos S"Ah" 

9 2*mJ(s'- s)*mj(«"-s9 2wnj (s" - s)«n *(*"- s') 
co*K 8 "+ fi ')< ? fl*& : /h cos <p sin s' <?o* ^ (s" 4- s) z/a 
2 <wn \ (s'- s) sin Ks" - s) 2 sin\ (s' - s) J (s"— s') 
co* <p sin s" 00« $ (s' 4- s) Jaf 
~~2sin\ (s" - s) (s"-~s') * 
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Anwendung auf V in §. 29. 361 

4 

Hieraus folgt, dass man die Beobachtungen so anordnen muss, 
dass die Stundenwinkel nicht zu nahe an einander liegen, d. h. also, 
dass man die Beobachtungen nicht schnell nach einander machen 
darf. Da es jetzt gut ist, wenn S (S', S") nahe an 90° geht, so 
wird man Sterne nahe am Pol, oder doch solche,, die zwischen Ze- 
nith und Pol durch den Meridian gehen, vorziehen. 

VL Zu V. in §. 29. Man hat hier, wenn 8, 8', 8" als fehlerfrei 
angesehen werden: 

€08 \iJ\l — 8171 8 €08 (pJ(f — €08 8 811% <jp €08 sJ(p ' 

— cos 8 co8 g> sin aJa , 
cos hJh = sin 8' cos cpJ<p — cos 8' sin (p cos &'J<p 

— €08 8' €08 <p 8in a'Ja — C08 6' C08 (p StU a'Jt , 

€08 hJh. = sin 8 U cos tpJ(p — cos 8" sin tp cos a"J<p 

— cos 6" C08 <p sin &"J& — cos 8" cos g> sin a"Jt 4 t 

d. s. da 

< 

8in8co8(p — €088 sincp co8& = eosh coscc, cos8 «ms = sinu cosh: 

Jh = C08 CtJcp -T- cos (p sin ccJs (§. 33) , 

Jh = cos a'Jy — cos (p sin et 1 Ja — cos (p sin a'Jt , 

Jh. = cos a"Jip — cos (p sin a"J& — cos (p sin a' 4 Jt 4 . 

Durch Subtraktion folgt hieraus : 
(cos et' — C08 a) J(p — C08 <jp (sin a 4 — sin a) Js = €08 <p sin a'Jt , 
(cos a 4 ' — cos a) J(p — cos %p (sin a"— sin a) Ja = cos g> sin a 44 Jt 4 t 
d.h. 

— 2sin\(a 4 -^ot)sin\{a l — a) J<p — 2 cosg>cos% (a'+a) 8in{(a'-a) Ja 

z=C08(p sin a'Jt , 

— 2 sin $ («" + a) sin \ {a"—a) Jq>—2 cos <p cos\ (a"+a) sin $ (a"—a) Ja 

= co8g>8ina f 'Jt', 

woraus wie m V folgt: 

. cos (p sin g' cos \ (a"* -h a) ' 

9 ~ 2sin\(a' - a)sin\ (a 44 - a') 

cos (p 8in a u cos \ (a 4 + a) . , 
"~ 2 sin \{a" — a) sin \ (a" ^cJ) % ' 

Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, dass man die Beobach- 
tungen so anordnen muss, dass die Azimuthdifferenzen a' — a, 
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362 Anwendung auf VI in §. 29. 

«" — «', et" — et nicht klein ausfallen, was man dadurch erreicht, 
dass man Sterne auswählt, welche dieselbe Höhe h iu ziemlich von 
einander verschiedenen Azimuthen erreichen. Auf die Zwischenzeit 
der Beobachtungen kommt es nicht an, man wird sie also klein 
wählen dürfen. Lauter Sterne nahe am Pole sind nicht hiezu ge- 
eignet, da für sie die Azimuthdifferenzen zu klein sind. (Sawitsch, II, 
S.379.) 

VII. Zu VI. in §. 29. Ö , Ö', 8" als fehlerfrei vorausgesetzt, 
hat man : 

0 = cosh sinepJh -f- sinh cos epJtp — sinh cos ep cos et Jh 
— cos h sin <p cos ctJep — cos h cos (p sin et Jet , 

0 = coshsin(pJh H- sinh cos tpJep» — sinh cos <p coset'Jh — 

cos h ein tp coset'Jip — cos h cos (p sin et' Jet — cosh cos (p ain et' Ja, 

0 — coshsinepJh + sinhcosfpJip — sinhcos(pcosa"J\\ 

cos h sin (f cos et' 'Jtp — cos h cos tp sin et" Jet — cos h cos <p sin et" Ja!, 

d. h. da 

cos h sin ep — ein h cos tp cos et — cos ö cos S , 
sin h cos (p — cosh ein (p coe et = cos ö cos s , 
cos h sin et = sin s cos Ö : 
0 = cosSJh + coszJep—sinscostpJet (§. 33, Form. 26), 
0 — cos S'Jh -4- cos s'J(p — sins' cos epJct — sin s' cos <pJa , 
0 = cosS"Jh -f- cos$"J(p — eins" costpJct — eins" cos epJct 1 , 
aus welchen Gleichungen Jl\ y Jtp, Ja zu bestimmen sind. Man 
zieht daraus : 

\sin s' {cos S ein s" — cos S" sin s) Ja + sin s' ( cos S' ein s 

( — cos S sin s') Ja' ^_ 

(jp - cos qp c , os g^ n ( ß ,/_ s )^^ 

Wie in IV schliesst man hieraus, dass die Differenzen 
s"— s', s" — s, s'— s nicht alle drei klein werden dürfen. Für s 
(nahe) = 180°, s' = 90°, s" = 0 wäre, wenn kein Stern zwischen 
Zenith und Pol durch dert Meridian geht, S = 0, S' < 90°, S"= 0, 
also der Kenner — 2: 

sin s' (cos S' sin s" — cos S"sin s) = 0 , 
eins" (cos$' sins — cosS sin&') = 0, 
also J(p = Q, so dass man also die Beobachtungen so anzuordnen 
hat, dass die erste nahe am Meridian beim Stundenwinkel 180°, die 



i 
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Anwendung auf VII und IX in §. 29. 363 

andern für den Stundenwinkel 90°, die letzte wieder nahe am Me- 
ridian für den Stundenwinkel 0° gemacht wird. Dabei kann der 
erste Stern auch nahe am Pole liegen, da doch noch S = 0 ist, 
wenn s = 180°. 

VIII. Zu VII. in §.29. 6, 8' als genau vorausgesetzt, folgt 

aus den aufgestellten Gleichungen , ganz wie in I : 

stritt' _ sina M . sin a sin a' 

d(f= . f t r^h — -Jh'-h . -cosyJx. 

T sin (a — a) sin (a' — «) sin (a — a) 

Die daraus zu ziehenden Folgerungen sind dieselben wie oben 

unter I. 

IX. Zu IX. in §. 29. 8 und 8' als genau vorausgesetzt, erhält 
man wie II : 

sin s' cos S sin s cos S' M . cos w sin s sin s' . 

~- ^—T, r^h4- . , ^h' *— — Ja , 

sm(s — s) sin (s — *0 «mCs — s) 

woraus abermals dieselben Folgerungen sich ergeben. 

X. Zu X in §. 29. Man hat, 8 als genau vorausgesetzt: 

sin<pcos\(ß,' 4- s) = coä y cos ± (s' — s)tyfl, 

also 

cos (p cos \ (s' 4- s) Jcp — sin (p sin { (s' 4- s) 4 (^s' 4- ^/s) = 

— sin (p cos £ (s' — s) tf^/y — cos tp sin{ (s ' — s) Ö 4 C^s' — ), 

^ [cos <p cw £ (s' 4- s) 4- sin (f cos \ (s' — s) fyr ö] 

— \ J&* [sin (p sin £ (s' 4- s) — cö* y sm i (s' — s) tytf] 
-f- J^/s [smc/> sin { (s' + ß) + cos (p sin $ (s' — s) tg 8], 
Aber (ursprüngliche Gleichung) 

cosq>tg 8 cos — s) 

cos\(s' — &)tg8=:tg(pco8i(s' + s), smtp = — cö^Ms'H-^ß) ' 

also 

i 

cos </> cos \ (s' 4- s) 4- *m <p J (s' — s) Ö — cos (p cos ^ (s' 4- s) 

, *i» ' t <P < , , C0*j(s'4- s) 
H -cosi(s ~t~s) — , 

COS (p C08 (J) 

sin (p sin £ (s' 4- s) — cos tp sin $ (s' — s) tg 8 

cos (p tg 8 cos Ms' — s)«ni(s' 4- s) . t , . x . _ 

— — ^ ~m — — -- cos (p sin Ä (s' —s)tg8 

coäJU'H-s) x 

„ cos Ks' — s) «m Ks' 4- s) — cos Usf 4- s) 5m Ks' — S) 

~cos<ptg8 — l - ? — ' 

x * cosJ(s' 4- s) 

cos<ptg8sins 

~~ cos \ (s' 4- s) * 
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364 Anwendung auf X in §. 29. 

Eben so: 

8inq>8in{(i'+ b) + cos (psinMs' — s) ^5 = — . 

so dass 

coaiCs'-r- s) 

C08<f 

d.h. 



. C08(ptgÖ8ina t ^osfptgösinB 4 . 



Die Fehler ^/s', rühren von der Zeitbeobachtnng her, beide 
werden gleichen Einfluss haben , wenn s = s' : alsdann ist a 4 = a, 
also da «' + a = 180°, «' = a = 90°, d. h. die Beobachtungen ge- 
schehen im so genannten ersten Vertikalkreise. Jetzt ist 

co« s^/y = J cos* (ptg8tg& (J& 4 •+• //s) 

und die Beobachtungen werden o; am schärfsten geben, wenn s nahe 
an 0° liegt, was der Fall ist, wenn der Stern nahe am Zenith durch 
den ersten Vertikalkreis geht. 

Allerdings würde Jq> schon klein, wenn nur s und s' nahe an 0 
sind ; da aber dann nahe s = s', so ist auch nahe a — a', d. h. 
a = a' = 90°, so dass man wieder auf den ersten Vertikalkreis 
kommt Man wird also diesen letztern wählen und dann Sterne 
beobachten, die ihn nahe am Zenith durchschreiten. — Dies ist 
denn auch die astronomische Vorschrift (vergl. Sawitsch a. a. O. 
I« S. 352}. 

Wir haben im Vorstehenden jeweils nur anf den Fehler in der Breite Rück- 
sicht genommen, da wir gerade die Bestimmung derselbe.: als unsere Hauptaufgabe 
angesehen. In ganz ähnlicher Weise könnte man natürlich die Fehler in den 
Übrigen gesuchten Grössen beachten und Schlüsse auf die nothwendige Anordnung 
der Beobachtungen daraus ziehen , was wir jedoch dem Leser überlassen wollen. 



Dreck der J. B. II etil er 'sehen Buchdrucker«! ia Stuttgart. 
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